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DODATAK 


UVOD 


Bez obzira na veliku raznolikost elektrotehničkih sistema, postrojenja, uređaja i aparata 
savremene elektronike i elektrotehnike u cjelini, zajedničko za sve njih je to što se u njima 
odvijaju fizički procesi koji se podčinjavaju jednim te istim zakonima elektromagnetizma. U 
proizvoljnom elektrotmagnetskom sistemu mi imamo posla sa kretanjem naelektrisanih čestica, 
s kojim je neraskidivo povezano vremenski i prostorno promjenljivo elektromagnetsko polje. 
Teorija elektromagnetskog polja je osnovna teorija koja opisuje i objašnjava fizičke procese 
u električnim sistemima. Elektromagnetski procesi praćeni su međusobnim transformisanjem 
energije električnog i magnetskog polja ili transformisanje elektromagnestke energije u druge 
vidove energije. 

Tačna analiza tih procesa, koji se opisuju Maksvelovim jednačinama, zahtijeva složeni 
matematičko-teorijski aparat, jer se radi o parcijalnim diferencijalnim jednačinama. Anali- 
tičko rješavanje tih jednačina predstavlja praktično veoma složen problem, koji se teško razr- 
ješava čak i u prostim slučajevima. Ali za inžinjerske proračune i projektovanje sistema i 
uređaja neophodna je kvantitativna analiza. Zato se javlja potreba za formiranjem približnih 
metoda analize, koje bi sa dovoljnim stepenom tačnosti omogućile rješavanje širokog spek- 
tra inžinjerskih zadataka. Takve metode razrađuju se i u teoriji električnih kola kao speci- 
jalan slučaj teorije elektromagnetskog polja. Ova teorija za karakterisanje elektromagnetskih 
procesa umjesto diferencijalnih i vektorskih veličina elektromagnetskog polja, koje zavise od 
prostornih koordinata i vremena, uvodi integralne skalarne veličine (struju, napon, snagu, 
energiju, količina elektriciteta, magnetski fluks i dr.) koje su samo funkcije vremena. 

Za približno predstavljanje procesa transformacije elektromagnetske energije i signala u 
teoriji električnih kola uvode se idealizovani elementi sa dva ili više krajeva (polova) kroz koje 
teče električna struja. Takvi elementi su na primjer: kalem ili induktivitet koji modeluje aku- 
mulisanje energije u magnetskom polju, kondenzator koji modeluje akumulisanje energije u 
električnom polju, otpornici ili rezistori pomoću kojih se uzima u obzir nereverzibilni proces 
transformacije elektromagnetske energije u druge vidove energije. Za uzimanje u obzir transfor- 
macije energije neelektrične prorode (hemijske, mehaničke toplotne i td.) u električnu energiju 
uvode se elementi koji nazivamo nezavisnim izvorima (generatorima). Spajajući međusobno 
na odgovarajući način te idealne elemente, dobijamo električno kolo, koje približno odražava 
elektromagnetske procese u bilo kojem sistemu, uređaju, aparatu i sl. Izdvajajući određene 


sklopove, u kojima se ispoljavaju ove ili one osobenosti elektromagnetskog polja u svojstvu 
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elemenata električnog kola dobijamo mogućnost da koristimo teoriju električnih kola za izradu 
novijih složenih sklopova i uređaja koji ispunjavaju zadate funkcije. 
Teorija električnih kola imala je i ima izuzetno brz razvoj blagodareći sledećim njenim 


prednostima: 


e Ona daje relativno jednotavna rješenja (dovoljne tačnosti) za veliku klasu problema 
koja bi inače bila vrlo komplikovana i skoro nerješiva kada bi se koristila stroga teorija 
elektromagnetskog polja. 


e Mnogi korisni sistemi postaju manje komplikovani ako ih opišemo pomoću elektromag- 
netskih pojava koje se dešavaju na krajevima električnih elemenata i komponenti koji 


čine sistem. 


e Teorija električnih kola je značajna i po tome što je u mnogome doprinijela razvoju i 


drugih inženjersko teorijsko stručnih disciplina. 


e U teoriji električnih kola fizički procesi se opisuju pomoću integralnih veličina (napon, 
struja, energija, rad, snaga, količina elektriciteta, magnetski fluks i slično). 


e Teorija električnih kola može se koristiti u onim slučajevima u kojima su prostorne 
dimenzije uređaja ili sistema u poređenju sa brzinom prostiranja elektromagnetskih 
procesa takve da se može smatrati da se procesi dešavaju trenutno u posmatranom sis- 
temu. Za takve sisteme koristimo termin “sistem (kolo) sa kancentrisanim parametrima" 


da bi smo naglasili da prostorne dimenzije sistema ne ulaze u model kola. 


Da li problem pripada modelu kola ili modelu polja određuje se na osnovu utvrđivanja 
talasne dužine prostiranja elektromagnetskog signala A i prostornih dimenzija sistema. 


Primjer: Ocjena granica primjenljivosti teorije električnih kola. 


jEr 


gdje je: v = v = 3 x 10% brzina prostiranja signala koja je jednaka brzini prostiranja 


svjetlosti u vakuumu a f učestanost signala u Hz. 


a) Elektroenergetski sistemi 


v 3x108 
= 50Hz > A=— = 
U £ fF 50 


Svi uređaji, postrojenja i sl. koji imaju znatno manje prostorne dimenzije od 6000 km 


m = 6000 km 


mogu se analizirati pomoću teorije električnih kola. Vodovi za prenos električne energije i 


signala su sistemi sa raspoređenim parametrima. 
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b) Radio sistemi 


U 
=10Hz > A\=-=>>>m=03 
J Z 7 o ™ m 


i u ovom slučaju se koristi model polja. 


Teorija električnih kola sastoji se iz dvije međusobno povezane naučne discipline: 


— Analize električnih kola. 


— Sinteze električnih kola. 
© 
2 o 


Slika 1.1: 


U blok dijagramu prikazanom na slici 1.1. imamo sledeće oznake koje predstavljaju: 
(O) - pobudu ili eksitaciju 
(2) - električno kolo 
(3) - odziv 
Kod analize električnih kola postavka problema je: dato je (1) i (2) treba odrediti (3). 
Kod sinteze električnih kola postavka problema je: dato je (1) i (3) treba odrediti (2). 
Ovaj kurs posvećen je u stvari analizi električnih kola tj. formiranju metoda analize lin- 
earnih pasivnih i aktivnih kola. Uloga teorije električnih kola kao cjeline za inženjere elek- 
trotehničke struke je neobično velika. Ona definiše važnije pojmove i analitički aparat, koji 
se koristi za proračun i dizajn ne samo elektrotehničkih sistema već i drugih fizičko-tehničkih 
sistema. Znanje stečeno u okviru kursa teorije električnih kola je neophodno za uspješno us- 
vajanje i savladavanje sadržaja svih stručnih disciplina. Ono je neophodno takođe za uspješan 
rad savremenih inženjera pri istraživanju, proračunu i projektovanju novih uređaja i sistema. 
Teorija električnih kola formira temelj na kojem se bazira sva profesionalna i stvaralačka, dje- 
latnost savremenog inženjera elektrotehničke struke. Garancija uspjeha u ovoj djelatnosti je 
dobro ovladavanje aparatom i metodama analize i sinteze električnih kola i umijeće njihove 


primjene za rješavanje praktičnih problema. 
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1.1 Osnovni pojmovi i definicije 


Element električnog kola jeste osnovni dio kola koji vrši određenu funkciju. Element može 
biti prost (iz jednog sastavnog dijela, npr. otpornik, kalem, kondenzator, dioda i slično) ili 
složen (iz više sastavnih djelova, npr. integrisano kolo, transformator i slično), ali takav da 
se ne može razložiti a da pri tome ne izgubi svoju osnovnu funkciju. Element ima izvedene 
krajeve (priključke) pomoću kojih se vezuje za druge elemente u kolu. Krajevi elemenata se 
nazivaju i čvorovima. Elementi eleketričnih kola su idealizovani modeli za opisivanje nekih 
fizičkih procesa u djelovima realnih električnih sistema. Elementi kojima se bavi teorija elek- 
tričnih kola, predstavljaju idealizovane modele fizičkih komponenti. Idealizacija se vrši na 
taj način što se fizičkim komponentama zadržavaju samo osnovne (dominantne) funkcije a 
zanemaruju ostale uzgredne pojave. Tako se, na primjer, kalem uzima kao element u kome se 
samo akumuliše magnetska energija. Isto tako, kondenzator se smatra elementom za akumu- 
laciju električne energije. Idealizovani elementi se uvode da bi se uprostila analiza električnih 
kola. Prevashodni cilj idealizovanja jeste da se zadrže samo osnovni faktori koji opisuju, sa 


zadovoljavajućom tačnošću, suštinu pojava i procesa u sistemu. 


1.2 Podjela elemenata 


Klasifikacija (podjela) elemenata može se vršiti na razne načine, zavisno od usvojenih kriteri- 
juma. Na osnovu broja priključaka (krajeva) odnosno na osnovu pristupa, elementi mogu biti 
sa dva kraja (sa jednim pristupom), sa tri kraja (najviše sa dva nezavisna pristupa) i elementi 


sa više krajeva (pristupa) i oni su prikazani na slici 1.2. 


1 1 1 2 1 
2——[__1—2 
de 
T 9! : 
n 
n’ 


a) b) 


Slika 1.2: a) Element sa dva kraja ili sa jednim pristupom (otpornik, kalem, kondenzator i dr.); 
b) Element sa četiri kraja ili sa dva pristupa (dva para krajeva); c) Element sa n - pristupa 


Na osnovu fizičkih procesa koji se odvijaju u elementu može se vršiti druga značajna pod- 
jela. U realnom, fizičkom elementu se uvijek jednovremeno dešavaju razni procesi. Svaki 
realan element možemo modelovati (manje ili više uspješno) pomoću idealizovanih elemenata 
kod kojih smatramo da se dešava samo jedan fizički proces: nepovratni "gubitak" energije, aku- 


mulisanje magnetske energije i stvaranje magnetskog polja, odnosno akumulisanje električne 
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energije i stvaranje električnog polja. Navedeni idealizovani elementi se nazivaju rezistivnim, 
induktivnim i kapacititvnim, respektivno. Ovi elmenti se mogu opisati algebarskim relacijama 


između električnih veličina na pristupima i to na sledeći način: 


1. Rezistivni elementi su opisani algebarskim vezama napona u; i struje 4; na pristupima. 


Za element sa jednim pristupom ta je relacija oblika: 
F(u, it) =0 


Za posmatrani rezistivni element napon i struja na pristupu nijesu nezavisni, već moraju 
zadovoljiti gornju relaciju. Ta relacija, dakle, karakteriše posmatrani element te se kraće 
naziva karakteristikom elementa. Ako se karakteristika ne mijenja sa vremenom ona 
je oblika: 

F(u;,t%) =0 


Rezistivni elementi nemaju sposobnost akumulisanja energije. Oni se nazivaju i ned- 
inamičkim elementima, ili elementima bez memorije. Ako se jednačina karakteristike 
može napisati u obliku u = f (i,t) za rezistivni elemet kažemo da je kontrolisan strujom. 
Ako se karakteristika jednačine može napisati u obliku i = g(u,t) za rezistivni element 


kažemo da je kontrolisan naponom. 


2. Induktivni elementi su opisani algebarskim vezama između struja i; i magnetskih fluk- 
seva P; na pristupima. Za element sa jednim pristupom ta relacija, koja predstavlja 


karakteristiku induktivnog elementa je oblika: 
F(®;, ijt) = 0 


Sa praktičnog stanovišta je praktičnije uspostaviti vezu između napona i struje na pris- 
do, 

to 
struje pristupa po vremenu. Ova karakteristika može se pisati i kao: 


tupu. Kako je u; = to je napon na pristupu induktivnog elementa određen izvodom 


P = f(i,t) 
i = g(%P,t) 


3. Kapacitivni elementi su opisani algebarskim relacijama između napona uz i količina 


elektriciteta qx na pristupima. Za element sa jednim pristupom, ta je relacija oblika: 


F(qx, u; t) = 0 


što predstavlja karakteristiku kapacitivnog elementa. I ovdje je pogodnije uspostaviti 
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dak 
dt? 


kapacitivnog elementa će, znači, zavisiti od izvoda napona elementa po vremenu. 


vezu između napona i struje na pristupu. Kako je struja određena sa i, = struja 


Induktivni 1 kapacitivni elementi imaju sposobnost akumulisanja energije, a nazivaju se još 
i elementima sa memorijom, odnosno dinamičkim elementima. Na sledećem dijagramu (slika 
1.3.) simbolički je prikazana odgovarajuća (algebarska) veza između električnih veličina koje 


karakterišu navedene elemente. 


REZISTIVNI 


KAPACITIVNI 
INDUKTIVNI 


Slika 1.3: Podjela elemenata prema fizičkim procesima u njima 


Primijetimo da u praksi nijesu poznati elementi koji bi bili opisani algebarskom vezom P—g. 
Njih je uveo CHUA. L. O. 1971. godine za teorijska uopštavanja u teoriji električnih kola. Kao 
što smo vidjeli, karakteristike elemenata mogu biti promjenljive sa vremenom. Takve elemente 
nazivamo vremenski promjenljivim. Ako se karakteristika ne mijenja sa vremenom, takvi 
elementi su vremenski nepromjenljivi. Za vremenski promjenljive/nepromjenljive elemente 
koriste se i termini vremenski varijantni/invarijantni kao i nestacionarni/stacionarni. 

Algebarske relacije koje opisiju element mogu biti linearne i nelinearne. Podjela eleme- 
nata se može vršiti i na osnovu drugih kriterijuma: na osnovu pasivnosti, recipročnosti i slično 
o čemu će riječi biti u narednim izlaganjima. Saglasno vrsti elemenata od kojih je formirano 


električno kolo povezano sa nezavisnim izvorima (generatorima) vrši se i njihova podjela: 


— Rezistivna kola, ako u njima postoje samo rezistivni elementi. Ako ima i drugih eleme- 


nata riječ je o dinamičkoj mreži. 


— Linearna kola, ako su sastavljena samo od linearnih elemenata. U protivnom kolo je 


nelinearno. 


— Vremenski nepromjenljiva kola, ako sadrže samo vremenski nepromjenljive elemente. U 


protivnom kolo je vremenski promjenljivo. 


— Pasivno kolo, ako sadrži samo pasivne elemente. Kolo koje nije pasivno aktivno je. 
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+ U ———>> 


Slika 1.4: Referentni smjerovi napona i struje 


— Kola sa koncentrisanim parametrima, ako sadrže samo elemente sa koncentrisanim para- 
metrima, tačnije, ako su dimenzije kola mnogo manje od odgovarajuće talasne dužine 


primijenjenih signala u kolu. U protivnom riječ je o kolu sa raspoređenim parametrima. 


Električno kolopredstavlja konačan skup međusobno povezanih elemenata u kome se vrši 
izmjena energije između njihovih elemenata. Na pristupu elementa posmatramo dvije pot- 
puno definisane veličine: napon i struju. Struja predstavlja protok količine elektriciteta kroz 
element. Struja na jednom kraju jednaka je po intenzitetu struji na drugom kraju. Napon 
elementa jednak je razlici potencijala između njegovih krajeva. Naponu i struji pripisuju se 
referentni (pozitivni) smjerovi. Referentni smjer struje prikazuje se strelicom a referentni sm- 
jer napona znakom + na jednom kraju. Referentni smjerovi napona i struje su nezavisni jedan 
od drugog i mogu se proizvoljno birati. Iz praktičnih razloga je, međutim, korisno primijeniti 
usaglašene (pridružene) referentne smjerove kao što je to prikazano na slici ?? U tom slučaju 
se smatra da je znak + (plus), koji određuje referentni smjer za napon, na kraju od njega je 


usmjerena strelica za struju. 


1.3 Ulazna i izlazna snaga elementa 


Za pridružene referentne smjerove za struju i napon, ulazna snaga elementa sa jednim pris- 


tupom je data proizvodom napona i struje: 


p(t) = u(t)i(t) 


Snaga predstavlja brzinu kojom se ulaže električni rad u element. Uloženi rad od trenutka to 


do trenutka t dat je sledećom relacijom: 


t t 
a(to,t) = Jroa = [iOa 
to to 
Kada je ulazna snaga negativna, element ne prima, već daje energiju. U tom slučaju se može 
odrediti izlazna snaga, tj. brzina kojom se daje energija. Ona je jednaka negativnoj vrijednosti 


ulazne snage: 
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1.4 Uslov pasivnosti elementa 


Za proizvoljni element kažemo da je pasivan ako je uložena energija u njega uvijek nenegativna 
tj: 


w(t) = | p(r)dr = / plr)dr + fo(rjar = wto) + alto t) > 0 (1.1) 


i to: 

1. Za svaki trenutak vremena to. 

2. Za svaki trenutak t > tg. 

3. Za sve vremenske varijacije napona 1 struje. 


U relaciji (1.1) je: w(to) - akumulisana energija elementa u trenutku t = 0; a(to, t) - uloženi 
rad koji se spolja ulaže u element u intervali od tọ do t > tọ. Element koji nije pasivan je 


aktivan. 


1.5 — Rezistivni elementi sa jednim pristupom 
Osnovni predstavnik ovih elemenata je otpornik ili rezistor. Njegov grafički simbol je < L[ Le 


ili —\//\y—. 


1.5.1 Klasifikacija otpornika 


Imamo četiri osnovna tipa otpornika koji su prikazani na slici 1.5 1 to: 


a) b) c) d) 
Slika 1.5: Tipovi otpornika 


1. Linearni vremenski nepromjenljiv otpornik - slika 1.5a) . 
2. Linearni vremenski promjenljiv otpornik - slika 1.5b). 
3. Nelinearni vremenski nepromjenljiv otpornik - slika 1.5c). 


4. Nelinearni vremenski promjenljiv otpornik - slika 1.5d). 
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1.5.2 Otpornost 


Otpornost otpornika je njegov osnovni parametar i u opštem slučaju definisan je parcijalnim 


izvodom: a 
u 
R = — = R(u,i,t 
7; = Rit) 
Ona je predstavljena koeficijentom pravca tangente u odgovarajućoj tački karakteristike 
R = tana što je prikazano na slici 1.6. U opštem slučaju otpornost zavisi od vrijednosti 


napona i struje kao i vremena. 


Slika 1.6: 


1.5.3 Ulazna snaga 


Ulazna snaga otpornika je data proizvodom p(t) = u(t)i(t). Ona je predstavljena šrafiranim 
pravougaonikom koji koordinate radne tačke P obrazuju u trenutku t i ravni t—u karakteristike 
prema slici 1.7. Radna tačka P odgovara vrijednostima napona i struje na pristupu otpornika. 


Kada je otpornik kontrolisan strujom, snaga se može izraziti u obliku: 


Slika 1.7: 
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Uložena energija u otpornik od trenutka ty do trenutka t izražava se po sledećem obrazcu: 


t t 


ine i: glose / telja 


to to 


1.5.4 Uslov pasivnosti 


Rezistivni element je pasivan, ako je uložena energija u njega a(to, t) > 0 i to za svaki početni 
trenutak tọ, za svako t > tg i za sve vremenske varijacije napona i struje. Navedeni uslov 
biće zadovoljen, ako i samo ako je ulazna snaga u svakom trenutku i za sve moguće varijacije 
vrijednosti napona i struje p(t) = u(t)i(t) > 0. Jer kada je ovaj uslov zadovoljen, navedeni 
integral sigurno nije negativan i obrnuto, ako ovaj integral nije negativan za svako tg i t, ne 
može ni snaga p(t) biti negativna ni u kakvom intervalu (t1,t2). u Protivnom slučaju on bi 


bio negativan tj: 
t2 


I p(r)dr < 0 

ti 
što je u suprotnosti sa postavljenim uslovima. Stoga pasivan otpornik nikad ne odaje energiju. 
Rezistivan element koji nije pasivan naziva se aktivnim. Kada je radna tačka na karakteristici 
u I i HI kvadrantu + — u ravni, ulazna snaga je pozitivna. Kada je ona u II i IV kvadrantu 
snaga je negativna. Stoga je otpornik pasivan, ako i samo ako mu se karakteristika nalazi u 


svakom trenutku u I i III kvadrantu, uključujući u njih i koordinatne ose (slika 1.8).U ovom 


a) b) 


Slika 1.8: Uslov pasivnosti: a) pasivan otpornik; b) aktivan otpornik 


kursu mi ćemo raditi uglavnom sa linearnim, vremenski nepromjenljivim otpornicima. Njihova 


karakteristika je linearna funkcija (slika 1.9.) 
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tõe U — 


Slika 1.9: 


G - je provodnost i ona je jednaka G = 4. 


u 
R = — = tana 
ði 


1.5.5 Ulazna snaga i uslov pasivnosti 
p(t) = Ri? = Gu? 


t 


alto, t) = R I i(r)dr = a fina 


to to 
što je ekvivalentno uslovu R > 0. Drugim riječima, potreban i dovoljan uslov da ovakav 


otpornik bude pasivan jeste da nema negativnu otpornost. 


1.6 Otvorena i kratka veza 


Otvorena veza je element sa jednim pristupom, čija struja ima vrijednost nula za svaku vri- 


jednost napona (slika 1.10.). Karakteristika otvorene veze se poklapa sa osom napona. Njena 


+i u ——> 


Slika 1.10: 


jednačina je i = 0. Otpornost ovog elementa je R = co a provodnost G = 0. Stoga se otvorena 
veza može smatrati linearnim vremenski nepromjenljivim otpornikom. Ulazna snaga otvorene 


veze je u bilo kom trenutku p = ui = 0, te ovaj element spada u grupu pasivnih elemenata. 
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Kratka veza je element sa jednim pristupom, čiji napon ima vrijednost nulu za svaku vri- 


jednost struje (slika 1.11.).Karakteristika kratke veze poklapa se osom struje. Njena jednačina 


+i u ———> 


Slika 1.11: 


jeu = 0. Kratka veza se može smatrati linearnim vremenski nepromjenljivim otpornikom 
R = 0. Njena provodnost je G = oo. Ulazna snaga kratke veze je u bilo kom trenutku takođe 


p = ui = 0.Stoga je kratka veza pasivni element. 


1.7 Idealna dioda 


Idealna dioda je element sa jednim pristupom, koji se za pozitivne struje ponaša kao kratka 
veza. Za negativnu struju se ponaša kao otvorena veza, jer napon može da uzme bilo koju 
negativnu vrijednost. Pri tome se podrazumijeva da su usvojeni oni referentni smjerovi, koji su 
uobičajeni za element sa jednim pristupom. Negativne struje nedopušta. Idealna dioda je fik- 
tivni element i predstavlja idealizovani model elektronske cijevi diode. Predstavlja se grafičkim 
simbolom prikazanim na slici 1.12. Karakteristika idealne diode sastoji se iz pozitivnog dijela 


tõe U — 


Slika 1.12: 


ose struje i negativnog dijela ose napona. 


1.7.1 Osobine 


Idealna dioda spada u grupu nelinearnih vremenski nepromjenljivih rezistivnih elemenata. 
Ona nije ni strujom ni naponom kontrolisana. Za i = 0, napon može imati svaku vrijednost 


kojanije pozitivna. Takođe, za u = 0 struja može imati svaku vrijednost koja nije negativna. 
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1.8 Idealni naponski generator 


1.8.1 Definicija i karakteristike 


Naponski generator je element koji ima na svome pristupu specificiranu varijaciju napona, 
nezavisno od struje. Ova varijacija može biti i konstantna. Naponski generator je fiktivni 
element, koji se koristi za obrazovanje modela fizičkih generatora. Tako naponski generator 
konstantnog napona, predstavlja idealizovani model električne baterije sa vrlo malom un- 


utrašnjom otpornošću. Šematski prikaz ovog elementa je prikazan na slici 1.13.Karakteristika 


u(t) E 


+ u — + u — > 


Slika 1.13: 


naponskog generatora je u opštem slučaju promjenljiva, ali uvijek prava paralelna osi struje 
(slika 1.14.). Njena jednačina je u(t) = u(t). Parametar ovog elementa je njegov napon 


ug(t).Kratka veza se može interpretirati kao naponski generator nultog napona. 


Slika 1.14: 


1.8.2 Osobine 


Naponski generator je nelinearan element, jer mu karakteristika ne prolazi kroz koordinatni 
početak. U opštem slučaju naponski generator je vremenski promjenljiv element, jer mu se 
karakteristika mijenja po određenom zakonu sa vremenom. Kada se ug(t) mijenja po prostope- 
riodičnom zakonu i generator je prostoperiodičan. Kada je u,(t) konstantno i generator je 
konstantan ili jednosmjeran. Naponski generator je aktivan element, jer mu karakteristika 
prolazi kroz drugi ili četrvti kvadrant. 'To je element koji daje energiju ostalim elementima sa 
kojim je povezan. Stoga za ovaj element obično određujemo izlaznu snagu p, = ugi. Otpornost 


idealnog naponskog generatora je nula u svim tačkama karakteristike. 
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1.9 Strujni generator 


1.9.1 Definicija i karakteristike 


Strujni generator je element koji na svome pristupu ima specificiranu vremensku varijaciju 
struje, nezavisnu od napona. Ova varijacija može biti i konstantna. Strujni generator je 
takođe fiktivan element, koji se koristi za obrazovanje modela fizičkih generatora. Strujni gen- 
erator, konstantne struje je idealizovani model električne baterije sa vrlo velikom unutrašnjom 


otpornošću. Šematski prikaz strujnog generatora je dat na slici 1.15. Karakteristika stru- 


i(t) 


+ U — 


Slika 1.15: 


jnog generatora je promjenljiva prava paralelna osi napona. Njeno rastojanje od ove ose 
mijenja se po određenom zakonu sa vremenom (slika 1.16.). Jednačina ove karakteristike je 
i(t) = 1,(t).Parametar strujnog generatora je baš njegova struja i,(t).Otvorena veza se može 


(t3) (t) (4) 


Slika 1.16: 


interpretirati i kao strujni generator nulte struje. 


1.9.2 Osobine 


I strujni generato je, kao i naponski, nelinearni element. On je vremenski promjenljiv element 
u opštem slučaju. Kada se i¿(t) mijenja po prostoperiodičnom zakonu i strujni generator je 
prostoperiodičan. Strujni generator je aktivan element. Njegova karakteristika takođe prolazi 
kroz drugi ili četvrti kvadrant. I ovaj element daje energiju ostalim elementima sa kojima je 
povezan, te i za njega određujemo izlaznu snagu koja je jednaka p,(t) = uig(t). Otpornost 
strujnog generatora u svim tačkama njegove karakteristike je beskonačno velika. 
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1.10 Singularni element 


1.10.1 Nulator 


Nulator je element na čijem pristupu su vrijednosti struje i napona uvijek jednake nuli. Karak- 


teristika nulatora sastoji se samo iz jedne tačke, tj. koordinatnog početka. Ona je data 


jednačinom: u = 0 i ¿ = 0 (slika 1.17.). 


+i u — 


Slika 1.17: 


1.10.2 Norator 


Norator je element koji dopušta na svome pristupu sve parove obrazovane od svih vrijednosti 
napona i struje. Šema ovog elementa prikazana je na slici 1.18. Karakteristika noratora se 


sastoji iz cijele ¿ — u ravni: napon u - proizvoljan; struja 2 - proizvoljna. 


+i u — > 


Slika 1.18: 


1.11 Kapacitivni elementi sa jednim pristupom - kon- 


denzatori 


1.11.1 Klasifikacija kondenzatora 


Kondenzatore, slično otpornicima, dijelimo na linearne i nelinearne. Kondenzator je linearan, 
ako mu je karakteristika u svakom trenutku prava linija kroz koordinatni početak. U suprot- 


nom on je nelinearan. Takođe razlikujemo vremenski promjenljive i vremenski nepromjenljive 
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kondenzatore. Karakteristika vremenski nepromjenljivog kondenzatora je fiksna linija, dok se 
karakteristika promjenljivog kondenzatora mijenja sa vremenom. Prema pomenutim osobi- 


nama razlikujemo četiri osnaovna tipa kondenzatora koji su prikazani na slici 1.19. i to: 


m= TČ > => 


a) b) c) d) 
Slika 1.19: Tipovi kondenzatora 


1. Linearni vremenski nepromjenljiv kondenzator - slika 1.19a). 

2. Linearni vremenski promjenljiv kondenzator - slika 1.19b). 

3. Nelinearni vremenski nepromjenljiv kondenzator - slika 1.19c). 

4. Nelinearni vremenski promjenljiv kondenzator - slika 1.19d). 

Struja kondenzatora na njegovom pristupu izražava se pomoću njegovog opterećenja izvodom: 


gdje je q(t) - količina elektriciteta ploče kondenzatora. 


1.11.2 Kapacitivnost 


Kapacitivnost kondenzatora je definisana parcijalnim izvodom: 


BORE 


SE), 


C(g, u, t) 


Ona je predstavljena koeficijentom pravca tangente u tački karakteristike, koja za apscisu ima 


napon na pristupu (slika 1.20.). 


Slika 1.20: 
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1.11.3 Akumulisana energija 


Da bi smo izračunali akumulisanu energiju električnog polja u kondenzatoru, zamislimo sledeći 
ogled. U uočenom trenutku t zamrznemo karakteristiku kondenzatora, pa ga ispraznimo preko 


jednog linearnog vremenski nepromjenljivog otpornika (slika 1.21.). Akumulisana energija 


+0<——— U = UR — 


Slika 1.21: 


kondenzatora se tada sva pretvara u toplotu u otporniku. Ta energija je data integralom: 
w(t) = | unr)in(r)dr 
t 


Kako je u datom prostom kolu: 


Ova energija se može izraziti i u obliku: 


q(09) 
u(t) = | glalr).t dar) 
qt) 
Kako porastom vremena nestaje energije, te i količine elektriciteta u kondenzatoru, to je: 


gloo) = limq(7) = 0 pa izraz za akumulisanu energiju u trenutku t postaje: 


q(t) 
TE | odka (1.2) 
0 


Primijetimo da je t u irazu (1.2) fiksni parametar jer je karakteristika u tom trenutku zam- 


rznuta. Stoga, akumulisana električna energija, pored opterećenja g eksplicitno zavisi i od 
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vremena t: 
w(t) = h(q, t) 


Dobijeni izraz nam pokazuje da je akumulisana energija kondenzatora grafički predstavljena u 
ravni u—g površinom koju njegova karakteristika zaklapa sa q— osom od koordinatnog početka 
do radne tačke, koja odgovara vrijednostima napona i opterećenja. Pri tome se mora uzeti 
kriva kojom je karakteristika predstavljena u istom trenutku u kojem se posmatra akumulisana 


energija prema slici 1.22. 


Slika 1.22: 


1.11.4 Uložena energija 


Uloženu energiju u kondenzatoru izračunavamo pomoću ulazne snage. Kako je ova snaga data 
izrazom: 


p(t) = Di = gla(t), 22 


pa je uložena energija od trenutka tg do trenutka t data integralom: 


t 


alta, t) = ) pl(r)d(r) 


to 


odnosno: 


atot) = flat, ate) 


to 
Za vremenski nepromjneljive kondenzatore uložena energija je jednaka promjeni akumulisane 
energije. Za vremenski promjenljive kondenzatore, ona je jednaka zbiru promjene akumulisane 


energije i mehaničkog rada koji izvrše električne sile pri promjeni konfiguracije kondenzatora. 
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1.11.5 Uslov pasivnosti 


Za kondenzator kažemo da je pasivan ako zbir akumulisane energije u trenutku tg i uložene 


energije od trenutka tọ do trenutka t nije nikad negativan tj.: 


w(to) +a(to,t) > 0 (1.3) 


i to: 
- za svaki početni trenutak to. 
- za svaki trenutak t > tọ i 
- za sve vremenske varijacije napona. 


Kondenzator koji nije pasivan naziva se aktivnim. U ovom kursu mi ćemo uglavnom raditi 
sa linearnim vremenski nepromjenljivim kondenzatorima. Karakteristika ovog kondenzatora 


je fiksna prava kroz koordinatni početak u ravni u — q kao što je prikazano na slici 1.23. 


Jednačina karakteristike je: 


Slika 1.23: 
q= Cu 


gdje je C— kapacitivnost kondenzatora koja je jednaka (slika 1.23.) C = tan 8. Recipročna 


vrijednost kapacitivnosti S = 1/C naziva se elastansa kondenzatora. 


_dq_odu_1du 
A “db S 


u(t) = u(0) + gfimar 
0 


1.11.6 Teorema o neprekidnosti napona kondenzatora 


Ako je struja linearnog vremenski nepromjenljivog kondenzatora za vrijeme zatvorenog in- 


tervala [ti,t2|, napon na njegovom pristupu je neprekidna vremenska funkcija u otvorenom 
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intervalu (tı, t2). To znači, drugim riječima, da napon ne može imati skokove, ako je struja u 


navedenom intervalu ograničena. 


Dokaz: Dokaz teoreme izvešćemo na taj način što ćemo pokazati da priraštaj napona teži 
nuli kada priraštaj vremena teži ka nuli, za svako t iz posmatranog intervala. Znači, kada 


At — 0 priraštaj količine elektriciteta je jednak: 
Aq =q (t + At) — q(t) 


Izraz: 


t+At 


AG= / i(r)dr 
t 
takođe teži nuli jer i površina određena ovim integralom teži nuli, pošto je struja ograničena. 
Stoga i priraštaj napona: 
1 
Au=—=Aq>—0 
C q 


za svako t iz posmatranog intervala. Time je teorema dokazana. 


1.11.7 Akumulisana i uložena energija 


Kao je za linearni nepromjenljivi kondenzator (slika 1.24.): 


Slika 1.24: 


to je akumulisana energija na osnovu opšteg obrasca data integralom: 


a(t) 3 
dje Zalr)dr me Toi) 
0 
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Kako je ulazna snaga linearnog vremenski nepromjenljivog kondenzatora: 


to je uložena energija u njega od trenutka ty do trenutka t data integralom: 


at) 3 A 
a(to,t) = = a(r)da(r) = q(t) _ g (to) 


q(to) 


ili: 
dade Tot) = Touto) 


Kako u vremenski nepromjenljivom kondenzatoru osim akumulisanja električne energije ne- 


mamo drugih pojava, uložena energija jednaka je promjeni akumulisane enrgije tj.: 
a(to,t) = w(t) — w(to) 


što nam i dobijeni rezultat pokazuje. Ako je u trenutku ty kondenzator neopterećen, tj. ako 


je q(to) = 0 uložena energija predstavljaće ujedno i akumulisanu energiju a(to, t) = w(t). 


1.11.8 Uslov pasivnosti 


Prema izrazu za uloženu energiju, uslov pasivnosti izražen relacijom (1.3) za linearni vremenski 


nepromjenljiv kondenzator se svodi na uslov: 
la o 
w(t) = z0" (t)>0 


Akumulisana energija u svakom trenutku t i za sve vremenske varijacije napona ne smije biti 
negativan da bi ovakav kondenzator bio pasivan. Prema izrazu za akumulisanu energiju ovaj 


uslov će biti zadovoljen ako i samo ako je kapacitivnost C > 0. 


1.12 Induktivni elementi sa jednim pristupom - kale- 


movi 


Kalem je drugo ime za induktivni element sa jednim pristupom. Osnovna funkcija ovog 
elementa je akumulisanje magnetske energije. Kalemovi predstavljaju idealizovane modele 
fizičkih kalemova, u kojima pored akumulisanja magnetske energije imamo i niz drugih pojava. 


Fizički kalem je sastavljen od namotaja provodne žice na nekom jezgru.  Karakteriustika 


30 


kalema je oblika: 
F(Đ,i;t) = 0 


Često je karakteristika kalema predstavljena rastućom krivom linijom kroz koordinatni početak 


(slika 1.25.). U tom slučaju se njena jednačina može pisati u obliku: 


Slika 1.25: 
P= f(i,t) 
i = g(®, t) 


1.12.1 Klasifikacija kalemova 


Razlikujemo četiri osnaovna tipa kalemova koja su prikazana na slici 1.26. i to: 


a) b) c) d) 
Slika 1.26: 


1. Linearni vremenski nepromjenljiv kalem - slika 1.26a). 
2. Linearni vremenski promjenljiv kalem - slika 1.266). 
3. Nelinearni vremenski nepromjenljiv kalem - slika 1.26c). 


4. Nelinearni vremenski promjenljiv kalem - slika 1.26d). 
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1.12.2 Napon kalema 


Napon na pristupu kalema izražava se pomoću obuhvaćenog magnetskog fluksa prema Faraday- 
ovom zakonu izvodom: 
dPĐ(t) 
u(t) = —— 
dt 


Induktivnost kalema je definisana parcijalnim izvodom: 


_ 0% 


E pe E 
mono 


Ona je data koeficijentom pravca tangente u radnoj tački karakteristike. 


1.12.3 Akumulisana energija 


Magnetska energija akumulisana u kalemu u trenutku t, određuje se na sličan način kao i 
akumulisana energija u kondenzatoru. Zamisli se da je karakteristika kalema zamrznuta u 
trenutku t, pa se kalem isprazni preko jednog linearnog vremenski nepromjenljivog otpornika 
kao što to pokauje slika 1.27. Akumulisana energija se tada sva pretvori u toplotu te je data 


Slika 1.27: 


integralom: 


S obzirom da je sada: 
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uzimajući da je P(co) = 0. U ravni 1— # akumulisana energija je predstavljena površinom koja 
zaklapa karakteristika kalema u trenutku t sa P— osom od koordinatnog početka do radne 


tačke. 


1.12.4 Uložena energija 


Uložena energija u kalem od trenutka ty do trenutka t određena je integralom: 


atot) = foar = foo) Zar 


to to 


Analogno uloženoj energiji kondenzatora, za vremenski nepromjenljive kalemove ona je jednaka 
promjeni akumulisane magnetske energije. Za vremenski promjenljive kalemove, ova energija 
je jednaka zbiru promjene akumulisane energije i mehaničkog rada koji izvrše elektrodinamičke 


sile u kalemu. 


1.12.5 Uslov pasivnosti 


Uslov pasivnosti za kalem je identičan sa uslovom pasivnosti za kondenzator: 
w(to) +a(to,t) > 0 (1.4) 


Naime, kalem je pasivan, ako zbir akumulisane energije u trenutku tg i uložene energije u 


trenutku tg do trenutka t nije negativan i to: 


- za svaki početni trenutak tg. 
- za svaki trenutak t > tọ i 


- za sve vremenske varijacije struje. 


1.12.6 Linearan vremenski nepromjenljiv kalem 


U ovom kursu uglavnom ćemo se baviti ovim kalemom. Njegova karakteristika je prava kroz 


koordinatni početak što je prikazano na slici 1.28. 


= Li 


L= tang 
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Slika 1.28: 
1 
ïs- 
L 


Parametar induktivnost L za linearan vremenski nepromjenljiv kalem je konstanta. Veza 


između napona i struje je data sledećim relacijama: 


do _ di_ ldi 
dt dt Tad 


u 


i(t) = i(0) + zfutnar (1.5) 


Prema ovim relacijama vidimo da je ovakav kalem potpuno određen sa dvije veličine: početnom 


vrijednosšću struje +(0) i induktivnošću L. Integlal: 


t 


I u(r)dr = Li(t) — Li(0) = (t) — (0) 


0 


koji se javlja u relaciji (1.5) predstavlja promjenu magnetskog fluksa kalema. 


1.12.7 Teorema o neprekidnosti struje kalema 


Ako je napom linearnog vremenski nepromjenljivog kalema ograničen u zatvorenom vremen- 
skom intervalu [t,, t2], njegova struja je neprekidna vremenska funkcija u otvorenom intervalu 
(tı, t2). Struja ne može imati skokove dok god je napon ograničen. 

Dokaz: Dokaz teoreme izvršićemo na taj način što ćemo pokazati da priraštaj struje teži 
ka nuli, kada priraštaj vremena teži ka nuli, za svako t iz posmatranog intervala. Znači, kada 
At > 0 priraštaj fluksa AP = P(t+ At) — (t) koji je dat integralom: 


t+At 
Ağ = / u(T)dr > 0 
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takođe teži ka nuli, jer i površina određena ovim integralom teži nuli, pošto je napon ograničen. 
Stoga i priraštaj struje: 
Aj AP " 
i = — > 
L 


za svako t iz posmatranog intervala. Time je teorema dokazana. 


1.12.8 Akumulisana i uložena energija 


Kako je za ovaj kalem: 
1 
UP) "O 


magnetska energija akumulisana u njemu je data opštim obrascom: 


a(t) S(t) 


u(t) — foB) =F | Vojo) = SP = 3260 
0 


0 


Uložena energija u ovaj kalem od trenutka tg do trenutka t je prema obrascu: 


s 2 2 
: B(r)dd(r) = Ë ŽE u ire -irel (1.6) 


a(to,t) = È 
(to) 


jednaka promjeni akumulisane energije. 


1.12.9 Uslov pasivnosti 


Prema izrazu za uloženu energiju, uslov pasivnosti za posmatrani kalem se može izraziti u 


sledećem obliku: 


1 
w(t) = ZL) 20 
Navedeni uslov će biti zadovoljen ako i samo ako je induktivnost kalema: 


L>0 


Stoga je linearan vremenski nepromjenljiv kalem pasivan ako i samo ako mu karakteristika, 


prolazi kroz I i III kvadrant. U suprotnom on je aktivan. 
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1.13  Rezistivni elementi sa dva pristupa 


1.13.1 Definicija elemenata sa dva pristupa 


Element iz koga su izvučena dva para krajeva naziva se elementom sa dva pristupa.Svaki od 
ova dva para krajeva obrazuju po jedan pristup elementu za koji se vezuju drugi elementi. 
Bitno je da se oni ne mogu vezivati za krajeve koji pripadaju različitim pristupima, već uvijek 


za krajeve istog pristupa. Šematski se ovakav element predstavlja kao na slici 1.29. Na 


1 gd b 2 


Slika 1.29: 


pristupima elemenata razlikujemo napone i struje za koje su uobičajeni referentni smjerovi 
prema šemi. Aksiomatski se podrazumijeva da su struje u oba kraja jednog pristupa iste 
veličine a suprotnog smjera. Ulazna snaga elementa sa dva pristupa je zbir ulaznih snaga na 
njegovim pristupima: 


p = wt + uziz 


1.13.2 Rezistivni elementi sa dva pristupa 


Rezistivni element sa dva pristupa je karakterisan sa dvije algebarske relacije između napona 
i struja na njegovim pristupima. Ove relacije se mogu mijenjati tokom vremena. Analitički se 
one izražavaju: 


Fi (u1, 11, U2, i2; t) = 0 


Fa(u1, i1, U2, i2; t) = 0 


Ako se jednačine karakteristika mogu pisati u obliku: 


u = fili, iz, t) 


uz = fali, 12,1) 


za rezistivni element kažemo da je kontrolisan strujom. A ako se jednačine karakteristike mogu 
napisati u obliku: 


4 = gı (u1, u2, t) 
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io = go(u1, u2, t) 


onda kažemo da kontrolisan naponom. Rezistivan element može imati obje ove osobine 


odnosno, on može biti kontrolisan i strujom i naponom. 


1.13.3 Klasifikacija rezistivnih elemenata 


Najprije prema obliku jednačina karakteristika, analogno elementima sa jednim pristupom 
vršimo i klasifikaciju rezistivnih elemenata sa dva pristupa. Element je linearan ako su mu jed- 
načine karakteristika u svakom trenutku linearne. U suprotnom slučaju on je nelinearan. Ako 
jednačine karakteristika ne zavise eksplicitno od vremena, već u svakom trenutku zadržavaju 
svoj oblik, rezistivni element sa dva pristupa je vremenski nepromjenljiv. Jednačine karakter- 


istika vremenski nepromjenljivog elementa su: 


F\(u1, u2, i4, i2) = 0 


F(u, 42, 11, i2) =0 


Ako se pak u ovim jednačinama pojavljuje vrijeme eksplicitno, element je vremenski prom- 
jenljiv. Prema znaku ulazne snage rezistivane elemente dijelimo na pasivne i aktivne. Element 


je pasivan, ako mu ulazna snaga nije negativna 
p(t) = uiti + 1212 > 0 


ni u jednom trenutku i za sve moguće vrijedbnosti napona i struja koje mogu postojati na 
pristupima elementa. Specijalni slučaj pasivnog rezistivnog elementa je element bez gubitaka 


za koji je ulazna snaga u svakom trenutku 
p(t) = 0 


Elment koji nije pasivan naziva se aktivnim elementom. 


1.14 Zavisni ili kontrolisani izvori 


Zavisni ili kontrolisani generatori (izvori) spadaju u grupu rezistivnih elemenata sa dva pris- 
tupa, jer su okarakterisani sa dvije algebarske jednačine između napona i struja na pristupima. 
Zavisne generatore dijelimo na naponske i strujne zavisne generatore. Napon naponskog gen- 
eratora us ne zavisi od njegove struje 22,ali nasuprot običnom naponskom generatoru, on zavisi 


od ulazne struje 11 ili ulaznog napona u1. U stvari struja 11, odnosno napon u; mogu biti struja 
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i napon neke grane u kolu. Ubacivanjem kratke, odnosno otvorene veze sa posmatranim gener- 
atorom obrazujemo tada element sa dva pristupa, na čijem ulazu se pojavljuje struja, odnosno 
napon te grane. 

Kada u sastav elementa ulazi strujni generator, njegova struja 12 ne zavisi od napona us ali 
ona zavisi od struje kratke veze ili napona otvorene veze na ulazu. Ulazni pristup se stoga zove 
kontrolišući a izlazni kontrolisani pristup. Kada je ulazni pristup obrazovan od kratke veze, 
napon u, je jednak nuli, a kada je on obrazovan od otvorene veze struja 41 je jednaka nuli. 
U zavisnosti od prirode kontrolisane i kontrolišuće veličine razlikujemo četiri vrste zavisnih 


generatora: 
1. Naponom kontrolisani naponski izvor NKNI 
2. Strujom kontrolisani naponski izvor SKNI 
3. Naponom kontrolisani strujni izvor NKSI 
4. Strujom kontrolisani strujni izvor SKSI 


Kontrolisani izvori se koriste za modelovanje elektronksih komponenti tako da u prvoj 
aproksimaciji dioda postaje strujni generator kontrolisan naponom a tranziastor sa uzeml- 


jenom bazom strujni generator kontrolisan strujom. 
1. Naponom kontrolisan naponski izvor (NKNI) 


Šema naponom kontrolisanog naponskog izvora prikazana je na slici 1.30. 


4 ---------- % 
4 a | | 2 
l U 
«| | HU, | u 
l I 
u l l 
1 L JE aa Tak Er a I 9 


Slika 1.30: Naponom kontrolisani naponski izvor 
a njegove jednačine su: 


4 = 0 


u2 = Mu 


Ovo je aktivan element i često se naziva idealni naponski pojačavač. U literaturi se često 
nalazi, pored navedene i šematska predstava data slikom 1.31. 


2. Strujom kontrolisan naponski izvor (SKNI) 


+9% + 
1 2 
U HU, U ili 
1 = 9 
Slika 1.31: 
bh === =o— 4 
4 1 | | 2 2, 
l I 
«| I Tu | | u2 
l I 
l l 
1 Bee etto I 9! 


Slika 1.32: Strujom kontrolisani naponski izvor 


x 


Sema strujom kontrolisanog naponskog izvora prikazana je na slici 1.32. 


a njegove jednačine su: 


u = 0 


WW = ru 
On spada u grupu aktivnih elemenata sa dva pristupa. 
3. Naponom kontrolisan strujni izvor (NKSI) 


Šema naponom kontrolisanog strujnog izvora prikazana je na slici 1.33 


tai i + 
I l 
| l guy | | U 
l I 
: l I 
1 L ENE NE N E LSD I 9 


Slika 1.33: Naponom kontrolisani strujni izvor 


a njegove jednačine su: 


% = gu 


I ovo je aktivan element sa dva pristupa. 
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4. Strujom kontrolisan strujni izvor (SKSI) 


Šema strujom kontrolisanog strujnog izvora prikazana je na slici 1.34. 


4 e--------- i 

+} 1 2 2 
| | 
l : | 

u | ay I |" 
l l 
l l 

1" Eed enigni um 


Slika 1.34: Strujom kontrolisani strujni izvor 
a njegove jednačine su: 


u = 0 


lo = atı 


I ovaj element spada u grupu aktivnih elemenata sa dva pristupa. Često se naziva i idealnim 


strujnim pojačavačem. 


5. Idealni operacioni pojačavač (OP) 


Šema idealnog operacionog pojačavača je prikazana na slici 1.35. 
On je opisan relacijama: 


u3 = A(u = u2) 


pri čemu važi da ako pojačanje A > 00, ty = 2 2 0 i U; — ù > 0. To ima za posledicu da je 
ulazna otpornost beskonačna a izlazna otpornost nula. Kada se idealni operacioni pojačavač 
veže u električno kolo, napon us zadržava konačnu vrijednost. Mnogi ovaj element nazivaju 
nulor da bi ga razlikovali od fizičkog operacionog pojačavača (važne komponente u mnogim 
električnim sklopovima). Ostale elemente sa dva pristupa upoznaćemo u narednim poglavljima 


ovog kursa (idealni transformatori, žiratori, konvertori i invertori impedanse i td.). 


Slika 1.35: Operacioni pojačavač 


ELEMENTI TOPOLOGIJE 
GRAFOVA I ANALIZA 
ELEKTRIČNIH KOLA 


2.1 Uvod 


Teorija grafova je posebna, savremena matematička disciplina. Svoj neobično intezivan razvoj, 
primjenu u najrazličitijim naučnim i tehničkim disciplinama i veliku popularnost, teorija 
grafova doživjela je u drugoj polovini prošlog vijeka zahvaljujući, posre- dno ili neposredno, 
sve većoj proizvodnji i primjeni elektronskih računara. 

Na taj način, graf je od pomoćnog dijagrama kojim su se slikovito predstavljali razni prob- 
lemi postao objekat obimne matematičke teorije. Uz to se pokazalo da pojam grafa spada 
u grupu osnovnih matematičkih pojmova, ako što su binarne relacije, funkcije, operacije i 
slično. Govoreći apstraktnim matematičkim jezikom, graf je konačan skup snadbjeven bina- 
rnom relacijom. U primjenama pojam grafa dobija svoju punu vrijednost kada se skupovi 
i relacije nad njima predstavljaju geometrijskim figurama koje su obrazovane od niza tačaka 
spojenim krivim linijama. Teorija grafova proučava osobine svih figura koje ostaju invarijantne 
pri kontinualnim deformacijama, tj. neprekidnim preslikavanjima. 

Gipkost aparata teorije grafova omogućava da se brojni problemi sa konačnim skupo- 
vima, iz veoma raznorodnih naučnih oblasti formulišu i rješavaju na jedinstven način. Prim- 
jena teorije grafova i njenih metoda zauzima danas značajno mjesto u teoriji električnih kola, 
teoriji sistema, teoriji sistema automatskog upravljanja, operacionim istraživanjima, teoriji in- 
formacija, zatim u hemiji, ekonomskim naučnim disciplinama, biologiji, sociologiji i dr. Glavni 
razlog za ovako širok raspon primjena leži, u prvom redu, u jasnoj geometrijskoj predstavi koju 
graf sadrži i koja je bliska intuitivnoj predstavi koju čovjek ima o osbinama i ponašanju ob- 
jekata koji se predstavljaju grafom. 

Jednu od najvažnijih primjena teorija grafova nalazi u analizi složenih fizičkih i tehničkih 
sistema koji su predstavljeni modelom električne mreže. Prije više od jednog vijeka i to 
[1847 g.| njemački fizičar GUSTAV ROBERT KIRCHHOFF [1824 — 1887] je prvi koristio neke 


kombinatorno-topološke pojmove za rješavanje jednačina električnih mreža. U ono vrijeme, 
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teorija grafova nije postojala kao posebna matematička disciplina, pa su njegove ideje ostale 
dugi niz godina nedovoljno iskorišćene i razvijene. Znatno kasniji fundamentalni radovi na 
polju savremene teorije grafova, vršili su snažan uticaj i na fizičko-tehničke naučne oblasti, 
naročito na teoriju električnih kola i sistema. Mada je značaj modela električne mreže bio 
još odavno uvažen kao moćno sredstvo za tretiranje sa jedinstvenog stanovišta širokog kruga 
tehničkih problema, može se reći da intezivno i sistematsko proučavanje električnih mreža u 
okviru teorije grafova počinje šezdesetih godina prošlog vijeka. 'To je vrijeme u kome do tada 
razvijene metode analize dobijaju strogo opravdanje, razvijaju se i nove metode što sve do- 
prinosi boljem upoznavanju osobina mreža, odnosno razvijanju savršenijih postupaka analize, 
sinteze i projektovanja. Prilagođavanje aparata teorije grafova koji se koristi u električnim 
mrežama na proizvoljne fizičke sisteme, stvorilo je osnovu za njihovo proučavanje u okviru 
savremene teorije sistema. 

Kao posebna motivacija za primjenu metoda zasnovanih na teoriji grafova, javlja se prim- 
jena savremenih digitalnih računara u analizi i projektovanju električnih mreža za koje su ove 
metode posebno pogodne. Analiza električnih kola (mreža) se, u krajnjoj liniji, svodi na dva 


osnovna pitanja: 


a) Formulisanje sistema nezavisnih jednačina čije rješenje određuje sve napone i struje 


elemenata kola, i 


b) Rješavanje (efektivno) ovog sistema jednačina. 


2.2 Graf mreže 


Za rješavanje oba pomenuta pitanja presudnu ulogu igra način na koji su elmenti međusobno 
povezani. Ta povezanost se izražava "geometrijskom" strukturom mreže, odnosno topologijom 
ili grafom mreže. Stoga u svim pitanjima koja su vezana za graf električne mreže priroda 
elemenata je irelevantna i ona se potpuno može apstrahovati. Tako dolazimo do pojma grafa 
mreže koji ćemo jednostavno dobiti zamjenom svakog elementa mreže jednim orjentisanim 
linijskim segmentom koji zovemo granom grafa. U grafu je sačuvana potpuna informacija 
o međusobnom povezivanju elemenata, ne ulazeći u fizičku prirodu samih elemenata. Na 
osnovu grafa električnog kola mogu se jednostavno izraziti zakoni povezivanja elemenata. Na 
primjer, graf mreže na slici 2.36. prikazan je na slici 2.37. Prije detaljnog razmatranja zakona 
povezivanja definisaćemo neke osnovne pojmove iz topologije. 

Grana je linija grafa koja odgovara pristupu elementa koji se predstavlja. Za elemente 
sa dva kraja (jednim pristupom) grana odgovara samom elementu, dok se element sa više 
krajeva predstavlja pomoću onoliko grana koliko elemnt ima pristupa. Nekada, jednom granom 
se može predstaviti i veza više elemenata, ako za to postoji neki valjani razlog (detaljno 


objašnjeno u poglavlju Karakteristike elemenata). Grane se označavaju na pogodan način. 
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Slika 2.36: Električno kolo 


Slika 2.37: Graf električnog kola 


Čvor je mjesto gdje se vrši spajanje krajeva grana. Drugim riječima krajevi grana su 
čvorovi. U grafu se oni predstavljaju kružićima, slično kao u električnim šemama. Čvorovi se 
takođe, da bi se razlikovali, označavaju na pogodan način. Na osnovu prethodnih definicija 
grane i čvora, možemo reći da graf predstavlja skup grana i čvorova. 

Orjentisani graf (Di graf) je onaj graf koji ima orjentisane grane. 

Subgraf (pod graf) je dio grafa. Odvojenim djelovima se smatraju i pojedini izolovani 
čvorovi, tj. čvorovi za koje nije vezana nijedna grana. 

Incidencija pokazuje međusobni odnos grane i čvora. Ako je k—ti čvor krajnja tačka /—te 
grane, tada kažemo da su oni sncidentni. Jedna grana može može biti incidentna najviše sa dva 
čvora, dok jedan čvor može biti incidentan sa proizvoljnim brojem grana. Prema međusobnoj 
vezi grana i čvorova definišu se i pojmovi susjednosti, kao i stepen čvora. Dva čvora su 
susjedna ako su spojena granom. Za neki k—ti čvor stepen čvora je broj grana koji se stiču u 
njemu. Dvije ili više grana su susjedne ako imaju zajednički čvor. Od svih mogućih subgrafova 


koji se mogu obrazovati od jednog povezanog grafa, naročito su važni put (putanja, lanac), 
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kontura, stablo i snop. 

Put između čvorova j i k je subgraf koji predstavlja uređeni niz međusobno povezanih 
grana sa svojstvom da je svaki unutrašnji čvor stepena dva., a krajnji (spoljašnji) čvorovi j i 
k su stepena jedan. Put se može orjentisati od polaznog ka krajnjem čvoru. 

Kontura (petlja) je zatvoren put: polazni i krajnji čvor su isti, znači svaki čvor je stepena 
dva. Kontura se takođe, može orjentisati u smjeru kazaljke na satu ili u suprotnom smjeru. 

Povezani graf je onaj u kome postoji put između bilo koja dva čvora. Ako to nije 
ispunjeno, graf je nepovezan - ima odvojene djelove. 

Planarni graf je onaj koji se može predstaviti u ravni, tako da se grane ne sijeku nigje 
osim u čvorovima. Pitanje planarnosti je veoma važno za savremenu elektroniku (VLSI - kola). 

Stablo grafa je povezan subgraf obrazovan od grana koje povezuju sve čvorove grafa ali 
ne obrazuju konture. Za jedan graf od c—čvorova svako stablo sadrži tačno n = c — 1 grana. 
Ako graf G ima ukupno b—grana, tada svako stablo T' dijeli grane grafa u dva skupa: n = c— 1 
grana koje se nalaze u stablu i m = b — n = b — c + 1 grana koje se ne nalaze u njemu. Ovih 
m grana čine spojnice datog stabla T. Za njih se kaže da obrazuju komplement stabla, ili 
kraće ko-stablo L. Za definiciju stabla dovoljne su tri osobine od mogućih četiri: 


1. Stablo T je povezan graf. 
2. Sadrži n = c — 1 granu. 
3. Sadrži c čvorova. 


4. Ne sadrži konture. 


Na primjer na slici 2.37. subgrafovi (1, 2, 4, 6), (2, 3, 5, 7) i (4, 5, 6, 8) su stabla grafa. 
Subgraf (3, 5, 7, 8) je ko-stablo za stablo (1, 2, 4, 6), subgraf (1, 4, 6, 8) je ko-stablo za stablo 
(2, 3, 5, 7) i subgraf (1, 2, 3, 7) je ko-stablo za stablo (4, 5, 6, 8). Za jedan graf može se 
formirati veći broj stabala. Relacije n = c — 1 i m = b — n = b — c + 1 su u teoriji grafova 
poznate pod nazivom Ojlerove relacije [LEONHARD EULER 1707-1883]. U slučaju da graf nije 
povezan, već se sastoji iz s izolovanih djelova, za svaki od djelova se može obrazovati stablo, 
odnosno ko-stablo. Skup svih stabala pojedinih subgrafova obrazuje šumu. Broj grana šume 
jednak je broju grana svih pojedinih stabala. 

Snop grafa je subgraf koji sadrži minimalni broj grana koje je potrebno ukloniti iz grafa 
G da bi se ovaj rastavio tačno na dva dijela. Pri tome jedan ili oba rastavljena dijela mogu 
biti čvorovi. Tada se govori o snopovima oko čvorova. Na primjer, subgrafovi (1, 2, 5, 6), 
(4, 5, 7, 8) i (2, 3, 5, 7) su snopovi grafa na slici 2.37. pri čemu je (1, 2, 4) snop oko čvora 1, 
a (2, 3, 5, 7) snop oko čvora 2. Nalaženje nekog snopa u grafu G vrši se jednostavno ako se 
snop svih čvorova V podijeli na dva disjunktna podskupa V1 i Va [MUM=V, VAV =]. 
Tada se grane čiji se jedan kraj nalazi u V; a drugi u Vz sačinjavaju snop. Drugi je način 


da se graf presiječe nekom zatvorenom površinom tako da jedna grupa čvorova bude unutar 
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površine a druga van nje. Ova površina koja se naziva presjekom siječe grane koje obrazuju 
jedan snop [neki autori upotrebljavaju termin "presjek" da označe kako presječnu površinu 
tako i same presječene grane (=snop)|. Snop se orjentiše prema orjentaciji presjeka koji ga 
definiše. Na slici 2.38. isprekidanim linijama su označene površi koje definišu gore navedene 


snopove. Strelice na slici prikazuju orjentacije presjeka odnosno snopova. 


Slika 2.38: Orjentacija snopa 


Ako se u nekom grafu G izabere jedno stablo T, odnosno njemu odgovarajuće ko-stablo L, 
tada je iz samih definicija očigledno da proizvoljna kontura mora da sadrži bar jednu spojnicu 
ko-stabla L, a proizvoljni snop barem jednu granu stabla T. Od svih mogućih kontura i snopova 
od naročitog (značaja) interesa su konture koje sadrže samo jednu granu ko-stabla L, odnosno 
snopovi (presjeci) koji sadrže samo jednu granu stabla T. U odnosu na stablo T, osnovna 
kontura definisana spojnicom s predstavlja jedinstvenu konturu koju ova spojnica zatvara sa 
nekim granama stabla T'. Osnovna kontura se orjentise u istom smjeru kao i spojnica koja 
je definiše. Ako je b broj grana grafa G, a broj grana stabla n (n = c— 1), tada je broj 
osnovnih kontura m = b — n =b—c+ 1. Broj n se naziva rangom grafa p(G) = n, a broj m 
nultošću grafa n(G) = m. Na slici 2.39. prikazane su sve četiri osnovne konture u odnosu na 
izabrano stablo T = {4,5,7,8} i ko-stablo L = {1,2,3,6}; u; = {1,4, 5,7,8}, u = {2,4,5}, 
Hs = {3,7,8} i M = 15,6, 7). 

U odnosu na stablo T, osnovni snop (presjek) definisan granom stabla T predstavlja 
jedinstveni snop koji sadrži samo ovu granu stabla i neke spojnice. Osnovni snop se orjentiše 
prema pozitivnoj orjentaciji grane stabla koja ga definiše. Na slici 2.40. prikazana su sva 
četiri osnovna snopa u odnosu na stablo T = {4,5,7,8}; vi = {4,1,2}, va = {5,1,2,6}, 
v3 = {7,1,3,6} i va = {8,1,3}. Neka osnovna kontura definisana spojnicom s sadrži one i 


samo one grane stabla koje definišu osnovne snopove što sadrže spojnicu s. Isto tako, neki 
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Slika 2.39: Četiri osnovne konture u odnosu na izabrano stablo T = {4,5,7,8}; L = 
{1,2,3,6} 


osnovni snop, definisan granom stabla T', sadrži one i samo one spojnice koje definišu osnovne 
konture što sadrže granu stabla T. Definicija osnovnih (glavnih, fundamentalnih) kontura i 
osnovnih (glavnih, fundamentalnih) presjeka (snopova) je značajna iz prostog razloga što se 
proizvoljna kontura u jednom grafu može dobiti linearnom kombinacijom osnovnih kontura. 


Isto tako proizvoljni presjek se može dobiti linearnom kombinacijom osnovnih presjeka. 


Slika 2.40: Četiri osnovna snopa u odnosu na izabrano stablo T = (4,5,7,8) 


Rang grafa p(G) = n = c— 1 je u vezi sa pojmom nezavisnih presjeka. Nezavisnim 
presjecima zovemo skup od n presjeka koji se ne mogu dobiti nikakvom kombinacijom jedan iz 
drugoga, ali se iz njih mogu mogu dobiti linearnom kombinacijom svi ostali presjeci. Osnovni 
presjeci se specijalan slučaj nezavisnih presjeka. Rang grafa jednak je broju nezavisnih presjeka 


u jednom grafu. 
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Pojam nultosti grafa je u vezi sa nezavisnim konturama. Nezavisne konture su one koje se 
ne mogu jedna pomoću druge izraziti nikakvom kombinacijom ali se pomoću njih mogu izraziti 
sve ostale konture. Specijalan slučaj nezavisnih kontura su osnovne konture. Broj nezavisnih 
kontura jednak je nultošću grafa n(G) = m =b—-—n=b—c+1. Ako je graf sastavljen od s 


djelova onda imamo: n = c — s i m = b— n. Ovo su osnovne topološke relacije jednog grafa. 


2.3 Topološke matrice grafa električnog kola 


U ovom poglavlju uvesti ćemo algebarsko-matrično karakterisanje relacija pripadnosti, inci- 


dencije, susjedstva koje postoje između grana grafa, kontura, presjeka i čvorova. 


2.3.1 Matrica kontura B, 


To je matrica u kojoj vrste (redovi) odgovaraju proizvoljnim konturama a kolone (stupci) 


granama grafa. To je pravougaona matrica razmjere p x b. 


Ba = [biz] xo 
gdje je p— broj kontura a b— broj grana. Funkcija b;x, element matrice na presjeku 1— te 


vrste i k— te kolone definisana je na sledeći način: 


66,9 


1 ako grana “k” pripada konturi “i” a orjentacija grane se poklapa sa 
orjentacijom konture 
bik = —1 ako grana “k” pripada konturi “i” a orjentaciuja grane je suprotna 
orjentaciji konture 
0 ako grana “k” ne pripada konturi “i” 
Sve vrste u ovoj matrici nijesu međusobno nezavisne. Neke se iz njih mogu dobiti linearnom 
kombinacijom ostalih. Skupovi nezavisnih vrsta, pomoću kojih se mogu izraziti sve ostale vrste 


odgovaraju nezavisnim konturama. Broj nezavisnih kontura je m. 


2.3.2 Matrica nezavisnih kontura B 


Matrica nezavisnih kontura B je pravougaona matrica razmjere m x b gdje vrste odgovaraju 


nezavisnim konturama a kolone granama grafa. 


47 


Slika 2.41: 


Na primjer za graf prema slici 2.41. matrica nezavisnih kontura je: 


a b c d e f 

wa 0. SE Gl 20 

B= ll 1001 0 
; NM SE PE NE! e 


Za nezavisne konture odabrana su takozvana "okca" (engleski izraz "mesh") tj. konture 
unutar kojih nema grana. Specijalni slučaj matrice nezavisnih kontura je matrica glavnih 
(osnovnih kontura) By. Za posmatrani graf prikazan na slici 2.42. i izabrano stablo T = 


{a,b,c}, L = {d,e, f} ta matrica bila bi: 


abcdef 

w TE e DENA n 

Bs = m|110010 
~ uw 011001 


Slika 2.42: 


Osnovne konture (engleski izraz “loop”- proizvoljna kontura) su orjentisane u smjeru spo- 
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jnica (grana ko-stabla) koje ih definišu. Svaki red (vrsta) ove matrice odgovara jednoj osnovnoj 
konturi u odnosu na jedno izabrano stablo T'. Ako u matrici nezavisnih kontura B za izabrano 
stablo T grafa grane uredimo tako da prvo imamo grane stabla a potom grane ko-stabla 


(spojnice) onda matricu B možemo razbiti na dva bloka: 


B = |Br | Bz | 


a 


stablo, spojnice 
— 


Br - submatrica matrice B čije grane odgovaraju granama izabranog stabla T. 
~ mxn 4 
BL - submatrica matrice B čije grane odgovaraju granama pripadnog ko-stabla L (spo- 
~ mxm Si 
jnicama). 


Ako se to primijeni na matricu osnovnih kontura ona se može napisati u takozvanom 
kanoničnom obliku: 
B; = | Brr | tom | 
Imm - jedinična matrica reda m. 
Bjyr -submatrica matrice osnovnih kontura By čije grane odgovaraju granama izabranog 


stabla T. 


Rang jedne matrice jednak je broju nezavisnih vrsta u njoj. Iz kanoničnog oblika jasno se 


m 


vidi da je rang matrice By; jednak nultosti grafa n {G} = m. To nam omogućava da formulišemo 
važnu teoremu o rangu matrica kontura. 
Teorema 1. (Formulacija bez dokaza) 


Za jedan povezani graf G koji ima c čvorova i b grana važi: 


r (2a) =r (B) =r (B) =1(@)=m=b-n=b-0+1 


Matrica nezavisnih kontura B može se dobiti pomoću jedne nesingularne transformacije 


matrice Bẹ, tj. 


B=KB; 


K - nesingularna matrica m— tog reda čiji su elementi 1, —1, 0. Specijalni slučaj te matrice 
je matrica BL, B = BLBj (dokaz slijedi kasnije). Iz kanoničnog oblika matrice osnovnih 
kontura By, B; = [Br d se vidi da matrica sadrži jediničnu submatricu m— tog reda 
koja odgovara spojnicama ili ko-stablu. Ovo je samo specijalni slučaj nesingularne submatrice 
Br matrice nezavisnih kontura B za koju važi sledeća teorema. 

" Teorema 2. Kvadratna submatrica m— tog reda (m = b — c + 1) matrice nezavisnih 
kontura B povezanog grafa od b grana i c čvorova je nesingularna ako i samo ako kolone ove 


submatrice odgovaraju nekom ko-stablu L (spojnicama). 
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 1. i definicije matrice B, matrice B i By; imaju isti rang m. 
Kada se na matričnu relaciju B = BLB; primijeni Silvesterova teorema koja kaže da je rang 


proizvoda matrice K;xg i matrice L,x, zadovoljava relacije: 


r{KL} 


nasem) 


IV 
3 
rr 
da 
2 
+ 
3 
ra 
dug 
NN 
| 
RQ 


dobija se: 
4 15; > r (21) +r (B) -m 
rd 15; < min " (2:): r (B; | 
r(2;) = m; r(B) -r(8:8;) =m 
"(8:B;)2r(B;)+m=m m>rl|BL 
PSS sE => ~ >r (2) =m 
"(2:8;) < min b (52) .m m<riBL = 
Iz obje nejednakosti slijedi: r (5 L | = m što znači da je ona nesingularna. Formiranje jednog 


sistema nezavisnih kontura neposrednim pregledom grafa nije uvijek očigledno i, osim sistema 
osnovnih kontura, može se prikazati da sledeći postupak dovodi do jednog sistema nezavisnih 
kontura, tj. takvih kontura čija matrica ima maksimalni rang m = b — c + 1. U grafu G treba 
proizvoljno izabrati jednu konturu, koja se potom razara prekidanjem jedne proizvoljne grane. 
U preostalom grafu se ponovo izabere jedna kontura koja se potom razara prekidanjem jedne 
grane. Postupak se tako nastavlja sve dok se ne iscrpu sve konture. Lako je vidjeti da su 
prekinute konture spojnice za neko stablo. Međutim, dobijene konture u opštem slučaju neće 
biti osnovne za ovo stablo, jer za razliku od osnovnih kontura, ovdje jedna spojnica može biti 


sadržana u više od jedne konture. 


2.3.3 Matrica skupova (presjeka) Qa 


Ova matrica opisuje odnos između snopova (presjeka) i grana. Matrica Qa = [qix].,, ima b - 
kolona i onoliko redova s koliko ima snopova u grafu G. Funkcija qix koja predstavlja element 


te matrice definisana je na sledeći način: 
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66,9 
1 


1 ako grana “k” pripada snopu i njena orjentacija se poklapa sa 


orjentacijom snopa 


66,9 
1 


dik = —1 ako grana “k” pripada snopu i njena orjentaciuja je suprotna od 


orjentacije snopa 
0 ako grana “k” ne pripada snopu “i” 
U ovoj matrici sve vrste nijesu nezavisne. Neke od njih se mogu dobiti linearnom kombinacijom 
od drugih. Ako imamo n - nezavisnih presjeka neki proizvoljni presjek se može definisati kao 


linearna kombinacija ovih nezavisnih presjeka. 


V = Bibi + PaVa Pe FB, + FB. 
bk {1, —1,0} 


2.3.4 Matrica nezavisnih presjeka (snopova) (),,xb 


Matrica nezavisnih presjeka je pravougaona matrica razmjere n x b gdje vrste odgovaraju 
nezavisnim presjecima a kolone granama kola. Na primjer, za priloženi graf prikazan na slici 


2.43. i nezavisne presjeke 11, V2 i va ta matrica bila bi: 


Matrica osnovnih presjeka Q); ima n vrsta i b kolona. Svaki red odgovara jednom osnovnom 


presjeku u odnosu na izabrano stablo T. Za isti graf prikazan na slici 2.44. i za isto izabrano 
stablo ta matrica bila bi: 


a b c d e f 

vn [1 0 0 -1 -1 0 

0; = u |0 1 0 -1 -1 -1 
E vs |0 0 1 0 0 -1 


Ako se prvo napišu grane stabla T a potom grane ko-stabla (spojnica) L matrica nezavisnih 


öl 


Slika 2.44: 


presjeka se može razbiti na blokove: 
Q = I Qr | QL | 
stablo spojnice 
— => 
Qr  - submatrica matrice Q čije grane odgovaraju granama stabla T. 
OL 
N“ nxm 


Ako se ovo primijeni na matricu osnovnih presjeka dobijamo takozvani kanonični oblik te 


nxn 


- submatrica matrice Q čije grane odgovaraju spojnicama. 


matrice za izabrano stablo T'. 
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lnn - jedinična matrica n - tog reda. 


Oz - submatrica matrice Qy čije grane odgovaraju ko-stablu L. 


N nxm 
Iz kanoničnog oblika matrice Q I neposredno se vidi da je r (o /) =n=c—1tj. rang 
matrice Q Zi jednak je rangu grafa G: 


lo e 


To je samo specijalni slučaj teoreme o rangu matrice presjeka. 


Teorema 3. Za povezani graf G od c čvorova imamo da je: 


TE e 


Takođe se matrica Q može dobiti ako nesingularna transformacija matrice Qz, tj. Q = 
17160 gdje je Ti— idete ula matrica n— tog reda čiji su elementi 1, —1, 0. Specijalan slučaj 
te matrice štale submatrica Qr (dokaz slijedi kasnije). 

Teorema 4. Kvadratna. matrica n— tog reda matrice nezavisnih presjeka Q jednog 
povezanog grafa G od c— čvorova je nesingularna ako i samo ako n— njenih kolona odgo- 
vara granama nekog stabla. 

Dokaz: Dokaz se izvodi na osnovu Teoreme 3. i Silvesterove teoreme primijenjene na 


proizvod matrica QrQ; = Q. 


Iz gornjih nejednakosti slijedi: 


TE 


I ovdje se postavlja pitanje da li se mogu odrediti i drugi sistemi nezavisnih snopova naposred- 
nim pregledom grafa. Ovdje ćemo samo navesti jedan od mogućih načina izbora sistema 
nezavisnih snopova. U grafu G proizvoljno se izabere jedan snop i u njemu se sažima jedna 
proizvoljna grana. U preostalom grafu se ponovo bira jedan snop i u njemu se sažima jedna 
grana. Postupak se ponavlja sve dok se graf ne svede na jedan čvor. Sažimljene grane sačin- 
javaju jedno stablo, ili dobijeni snopovi nijesu osnovni za ovo stablo jer neki od njih sadrže 


više od jedne grane stabla. 
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2.3.5 Matrica čvorova (incidencije) A, 


Relacija incidencije između grana i čvorova jednog grafa se može izraziti algebarski pomoću 
matrice incidencije čvorovi-grane, ili kraće matrice čvorova. Znači to je pravougla matrica 
razmjere c x b u kojoj vrste predstavljaju čvorove a kolone grane. Predpostavlja se da svaka 


grana ima dva različita kraja, odnosno da grana nema petlji: 


Aa = laig] 


~N 


cxb 
Funkcija koja definiše element matrice a;x određuje se na sledeći način: 


6699 


1 ako je grana “k” vezana za čvor “îi” i orjentisana je od čvora 


66,9 


ik = —1 ako je grana “k” vezana za čvor “1? i orjentisana je ka čvoru 


0 ako grana “k” nije incidentna čvoru “i” 
J 


Na primjer za graf prikazan na slici 2.45. matrica incidencije je: 


Slika 2.45: 


a b c d e f g h 

1 1 1 0 —1 0 0 0 0 

2 0 —-1 -1 0 1 0 1 0 

a = 3 —1 0 1 0 0 0 0 1 
u doli GG dG U Tati 
5 0 0 0 1 —1 -1 0 0 
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Vidi se da u svakoj koloni matrice A, postoje samo dva elementa koji nijesu nula: jedan je +1 
a drugi —1. Osim toga, pošto je graf povezan, on nema izolovanih čvorova, pa mogu postojati 
vrste čiji su elementi samo nule (nula-vrste), a pošto graf nema petlji, ne mogu postojati ni 
nula-kolone. Zbir ma kojih q (q < c) vrsta matrice A, jednog povezanog grafa sadrži bar jedan 
element +1 ili —1. Ako se u matrici A, izostavi jedna vrsta dobija se nova matrica A razmjere 
n xb. Ova matrica, koja u potpunosti karakteriše graf kao i matrica A, naziva Se aO 
nezavisnih čvorova a izostavljeni čvor referentnim ili stožernim čvorom. Ako u predhodnom 


primjeru izostavimo čvor 5 onda je on referentni čvor a matrica A je: 


a b c d e f 9 h 

ılı 1 0—1 0 0 0 0 
za A pbskedD g. a «4 10 
~ 31|0 0 0 0 0 1 -1 -1 
ADO 0 0 1-1-1 0 0 


Matrica čvorova A, se može posmatrati kao specijalni slučaj matrice O), ako se presjeci uzmu 


oko čvorova i svi orjentišu od čvora. 
Teorema 5. Rang matrice A, jednog povezanog grafa je n = c — 1 tj. 


r (4a) =r (4) p(G)=n=c-1 


Teorema 6. Kvadratna submatrica Ar reda n = c— 1 matrice nezavisnih čvorova A jednog 


povezanog grafa G koji ima c čvorova je nesingularna ako i samo ako n kolona submatrice Ar 


odgovaraju granama nekog stabla. 


A = KOSE 


(av) 


stablo spojnice 
——— am 


Dokaz: Neka je T jedno stablo grafa G. Tada je Ar matrica čvorova jednog povezanog 


grafa koji ima c čvorova in = c— 1 grana. Na osnovu teoreme 5 r (ar) SpE Cl 
tj. matrica Ar je nesingularna. Obratno, predpostavimo da je Ar nesingularna submatrica 
n = (c — 1)— og reda matrice A. Tada je Ar matrica čvorova jednog subgrafa G koji ima 


sledeće osobine: 
a) ima c čvorova. 
b) ima c— 1 grana 


c) povezan je (jer je Ar po predpostavci nesingularna) tj. ranga n = c— 1 pa je broj 
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komponenti p = 1. 


Ove tri osobine su upravo potrebne i dovoljne da subgraf bude stablo T', što dokazuje 
teoremu. Ova teorema je od osnovnog značaja u teoriji grafova i u njenim primjenama, is- 
tičući osnovnu ulogu stabla kao jednog subgrafa čija je matrica čvorova nesingularna. Posled- 


ica ove teoreme je da determinanta neke nesingularne submatrice matrice A ima vrijednost 


det tar] = 1 ili —1. 


2.4 Veze između topoloških matrica. Centralna topološka 


teorema 


Ako se za jedan isti graf kolone matrice presjeka (čvorova) i kolone matrice kontura B, pišu u 
istom redosledu tada između ove dvije matrice postoji fundamentalna relacija koja se formuliše 
centralnom topološkom teoremom. 

Teorema 7. Proizvod matrice presjeka Qa i transponovane matrice kontura Bi je nula 


matrica. 


Q,Bi = 0 
AB, =0 
Q= 
BA = 0 


Dokaz: Označimo sa C = Q4,B!. Matrica Qa je matrica razmjere s x b; s - broj presjeka 


N wN 


(snopova), b - broj grana. Matrica Ba je matrica razmjere p x b; p - broj kontura, b - broj 


grana. BÉ - transponovana matrica matrice Ba razmjere b x p. Prema tome, matrice Qa i B} 


(av) 


ispunjavaju uslove za množenje (broj kolona prve matrice u proizvodu jednak je broju vrsta 
druge matrice u proizvodu). Element matrice C = [cik] xp na presjeku i— te vrste i k— te 


kolone c; bio bi: 
b 
Cik = 9_dijbjk 
j=l 


gdje je: + = 12,..,8 k = 1,2,...,p. Vidjeli smo da elementi qij; i bjk mogu poprimati 


vrijednosti (1, —1,0). Da bi jedan ovakav element postojao potrebno je da se odgovarajuće 
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grane nalaze i na i/—> tom presjeku i na k— toj konturi, inače odgovarajući element je nula. 


Uzmimo jednu konturu. Neka je to k— ta kontura (slika 2.46.). 


Slika 2.46: 


Na njoj je j— ta grana 6). Ali, ako postoji neka grana na k— toj konturi i na i— tom 


presjekom. Dakle, pojaviće se parovi: 
Cik = Qijdjk + Qirdbrx = 1- (—1)+1-1=0 


Može se desiti da su grane 9, i 8, druge orjentacije kao što je prikazano na slici 2.47. Sada 
imamo: 
Cik = Qijbja + qirbrk = (—1) :1+1-:1=0 


Slika 2.47: 


Može se pojaviti i kombinacija prikazana na slici 2.48. Tada je: 
Cik = QijVjk + qirbrk = 1: (—1) + (—1) i (—1) =0 


Najzad i četvrta kombinacija (imamo ukupno četiri kombinacije) je prikazana na slici 2.49. 
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Slika 2.48: 


Imamo da je: 
Cik = Qijdju + Girdrx = (—1) -1 + (—1)- (—1)=0 


Slika 2.49: 


Prema tome, elementi matrice C, c;, su nula pa je matrica C - nul matrica a proizvod 


Q,B! = 0. Time je ova teorema dokazana. Ovo je jedna od najvažnijih topoloških relacija u 


Na 


teoriji grafova. Kao posledica ove teoreme može se generisati čitav niz veoma važnih relacija: 


OB! = 0; 0B;=0; Q;B;=0 
u a KG 


Koristeći ove relacije uradićemo nekoliko važnih primjera. 


Primjer 1: Data je matrica osnovnih presjeka Qj. Odrediti matricu osnovnih kontura. 
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0;B;=0 ili B;Q;=0 


lin 

g _ s 

i QL 

172 

[Brr | lom 7 Byr+ Qu=0 
(ov) ze fL (og) AJ a: 

Byr 5 QL 

Pa imamo: 


B,= - Qr | bon 


Odnosno ako je data matrica By a traži se Qs imamo da je: 


O = im | = Bir 


Primjer 2: Data je matrica Q. Odrediti matricu osnovnih kontura By. 


KS 


BQ ; 
t 
T 
Pael rE- 
Q g t 
L 
t 
T 
x 2 L 


Birr + Oz =0 


zi 
B;r% = -9 (Q) 
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—1 t t 
Brr =-Q; ( 7) = -Q (2) =- (oro) 
B; = [Brr | i = - (00) | bel 


Matrica se određuje jednostavno za izabrano stablo T i pripadno ko-stablo L. 


Primjer 3: Data je matrica nezavisnih kontura B. Odrediti matricu Qg. 


~N 


O; = dm | Qu. BG Br | Bu 


QrB'=0 


Br 
bo | Qs — 
[i SMES 


CD 


Br + QjLBi =0 
zi 
Oua = —Bij (2) 


—1 t t 
2; —-B}(B{) =-B; (B7) -=-(82'Br) 


t 
Qr = E | on. = Inn | re (27'Br) 


Matrica se određuje jednostavno za izabrano stablo T i pripadno ko-stablo L. 


Primjer 4: Data je matrica Q. Odrediti matricu B. 


B= [Briz]: Q- [er 1e 


a | 
w 
N 
w 
h 

u 
a$ 
ll 

_o 
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Br0% + BQ = 0 


—1 t 
By = -BLQ (œ) zp (2) 


t 
—BrL (2) | BL 


4] 
Bro, =-B:05/ (0%) 


= (oror) 
= BL 


K: = (2%) | lmm | 
LL 


Bj 


~w 


Dobili smo važnu relaciju koju smo koristili u predhodnim izvođenjima a sada smo je eksplicitno 
pokazali: 


B=B;B; B;=B{'B 


Primjer 5: Data je matrica B. Odrediti matricu Q. 


g= (orla: B= [Br | B! 


CD 


Qr | Q! s 
Ke Bt 
QrBr + QLB; = 0 
1 
QLBi = —QrBr/ (2) 


o= [aria 


t 
= Qr io | ez (Br) 


NS 


O; 


Q | QT (27'2r) 


Dobili smo važnu relaciju koju smo koristili u predhodnim relacijama a sada smo je eksplicitno 
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dokazali: 
O=0OT1O;; Q =T 


Primjer 6: Data je matrica nezavisnih čvorova A. Odrediti matricu nezavisnih kontura 
B. 


BA =0 
Ar 
E | Bu ~ |=0 
N N L iia 


BrAt. + BLA% = 0 


e 
BrAr = —BLAL/ (47) 


By = 


t 
= (ara) | = 


Primjer 7: Data je matrica nezavisnih čvorova A. Odrediti matrice osnovnih ();_i neza- 
visnih presjeka Q. 


QBs =0 


Matricu By smo u predhodnom primjeru izrazili preko matrice A: 


t 
= (ara) | tm: 


B; = 
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— A7 A;r 
dm | Qs = =0 


Linin 


N 


—AF Ar + Q =0 
Oz = AF'AL 


O = m | Qs = U | 474; 


(av) 


(av) 


A= Ar | Ar = Ar dm | 47141) 


Qg 


~w 


A=Ar0;; Qr=A7'A 


Q = OT = QrAr AL = TA 


2.5 Kirhofovi zakoni i nezavisne promjenljive električnog 
kola 


Pojmovi razvijeni u predhodnim izlaganjima omogućavaju nove, potpune, stroge i vrlo oper- 
ativne formulacije kirhofovih zakona. Ako se svakom elementu kola (grani grafa električnog 


kola) pridruže dvije promjenljive, napon i struja, onda za b— elemenata (grana) imamo matrice 


kolone: 
ui ti 
U? . 19 
u=| , |; i= 
Ub to 


Koristeći topološke matrice, Kirhofovi zakoni se mogu napisati u vrlo kompaktnom i jednos- 
tavnom obliku. KZS (Kirhofov zakon za struje): 


ZD TD 
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Algebarska suma struja svakog presjeka (snopa) ili čvora jednaka je nuli za sve vremenske 


varijacije struja i za svaki trenutak vremena t. KZN (Kirhofov zakon za napone): 
Bu = 0 


Osobine topoloških matrica grafa električnog kola omogućavaju nam da pišemo Kirhofove 


zakone u obliku minimalnog broja nezavisnih jednačina. 


Teorema 8: Broj nezavisnih jednačina po KZS jen =c—1=p(G), a broj nezavisnih 
jednačina po KZN jem =b—-n=b-c+1="(G). 


Dokaz: Neposredna je posledica teorema o rangovima odgovarajućih matrica, budući da 
rang matrica Qa (Aa) određuje broj nezavisnih jednačina po KZS, a rang matrice B, broj 


nezavisnih jednačina za KZN. Ova teorema nam daje pravo da možemo pisati za KZS: 
Qi=0ii Ai=o 
gdje imamo n— nezavisnih jednačina. Za KZN možemo pisati: 
s 


gdje imamo m— nezavisnih jednačina. Ove jednačine nam kazuju da je dovoljno da Kirhofovi 
zakoni budu zadovoljeni za samo n nezavisnih presjeka - snopova (čvorova) i za samo m 
nezavisnih kontura da bi ovi zakoni bili zadovoljeni za sve presjeke - snopove (čvorove) odnosno 


za sve konture. 


Budući da b struja i (rješenje ovog sistema) zadovoljava n nezavisnih jednačina, to se struje 
i mogu izraziti u funkciji samo m = b — n struja. Ovih m struja koje određuju sve struje 
u mreži nazivaju se nezavisnim strujama. Isto tako, budući da b napona u zadovoljava 
m— nezavisnih jednačina to se naponi u mogu izraziti u funkciji samo n = b — m napona. 
Ovih n - napona koji određuju sve napone kola nazivaju se nezavisnim naponima. Prema 
tome, određivanje svih struja i svih napona elemenata kola može se svesti u krajnjoj liniji na 


određivanje samo nezavisnih struja ili na određivanje samo nezavisnih napona. 
Teorema 9: Struje spojnica i naponi grana stabla su nezavisne veličine. 


Dokaz: 
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Q=0 Bu=0 
ir UT 
g= forlo: i= | > B=|Br|Br|; u= — 
a 09. 217 u tL ki a UL 
tr UT 
or | Q! > |=0 E | Bu > |=0 
SET 1L u ZA nai UL 7 
Qrir + Qrir = 0 Brur + Bruz = 0 
Qrir = —Qrir/ (or) Brur = —Brur/ (5; ) 
ir = —Qr Qrir ur =—B; Brur 
ir —Qr Qrir UT UT 
i=|—|= SE u=|= | = — 
re ir iL o UL -B; Brur 
—Qr QL im 
WE “O (u > i= Bhir u= — ur > u=Qjur 
Gi Imm = de ~ -B;'Br vi o 
> —— 
B; $ 


Struje spojnica iz i naponi grana stabla ur su samo jedan od mogućih skupova nezavisnih 
struja i nezavisnih napona kola. Naredne dvije teoreme obrazlažu uvođenje drugih skupova 


nezavisnih napona i nezavisnih struja kola. 


Teorema 10. KZS ekvivalentan je relaciji: 
i=B'j 


gdje je j proizvoljan sistem nezavisnih struja oblika: 


Dokaz: 
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QBj=0 


= 
0 


ro 


Teorema 11: KZN ekvivalentan je relaciji: 
u=Q%w ili u= Av 


gdje je v proizvoljan sistem nezavisnih napona oblika: 


V1 
V2 
v= i 
Un 
Dokaz: 
Bu=0 
BQ v=0 
s 


Teorema 12: TELLEGENOVA TEOREMA 


Naponi i struje elemenata zadovoljavaju Kirchhoffove zakone bez obzira na fizičku 
prirodu elemenata. Ovi zakoni isključivo zavise od načina međusobnog vezivanja elemenata u 
mreži, koji je sa svoje strane opisan grafom mreže. Pored Kirchhoffovih zakona, naponi i struje 
elemenata zadovoljavaju još jednu interesantnu relaciju koja takođe zavisi isključivo od grafa 
mreže, odnosno posledica je Kirchhoffovih zakona. Teorema 12 (B. D. H. TELLEGEN) glasi: 


Za jednu proizvoljnu mrežu naponi uz i struje tx pristupa elemenata zadovoljavaju relaciju: 
b 
k=1 


Dokaz: Lijeva strana se može napisati u obliku: 


. 42 t- 
p=) usi = [u Uz <. Up ; =u? 


% 
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Ova teorema izražava činjenicu da je ukupna trenutna snaga mreže jednaka nuli, odnosno 
da se ukupna trenutna snaga mreže održava. Ovo je jedna od rijetkih opštih teorema koje 
važe za sve mreže. Danas ona nalazi mnogobrojne primjene. Posebno je interesantna njena 
primjena na određivanje osjetljivosti kola u odnosu na promjenu parametara elemenata kola. 

Važno je podvući da su u pokazivanju teoreme korišćeni samo Kirchhoftfovi zakoni. Stoga 
je ona posledica zadovoljavanja tih zakona. Samim tim ona važi za mreže obrazovane od 
bilo koje vrste elemenata, linearnih, nelinearnih, stacionarnih ili nestacionarnih i za sve vrste 
režima u kolu.Stoga ona ima fundamentalni karakter, ima snagu postulata i može zamijeniti 
jedan od Kirchhoffovih zakona. 

Primjer 8: Polazeći od KZS i Tellegenove teoreme izvesti KZN. 


Primjer 9: Polazeći od KZN i Tellegenove teoreme izvesti KZS. 


Bu=0 odnosno u=Q'v 


2.6 Karakteristike elemenata 


Do sada smo razmatrali samo pitanja koja se odnose na međusobno vezivanje elemenata u 
mrežu. Ova pitanja smo mogli da rješavamo potpunoi nezavisno od fizičke prirode elemenata 
mreže budući da Kirhofovi zakoni i Telegenova teorema ne zavise od njihovih karakteristika. 
Tako smo ustanovili neke topološke osobine mreže vezane za formulaciju Kirhofovih zakona 


i pisanje nezavisnih jednačina po Kirhofovim zakonima, koristeći pri tome samo graf mreže 
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i njegove topološke matrice. Utvrdili smo minimalni broj nezavisnih jednačina koje daju 
Kirhofovi zakoni, nezavisne promjenljive mreže kao i neke “koordinate sistema" mreže tj. 
nezavisne presjeke i nezavisne konture u kojima su jednačine po ovim zakonima nezavisne. 
Za električno kolo sa b - grana imamo 2b - promjenljivih: b - struja i b - napona. Kirhofovi 
zakoni na osnovu topološke informacije gtafa kola daju b - nezavisnih jednačina. Da bi smo 
mogli formulaisati potpuni sistem jednačina mreže, potrebno je Kirhofovim zakonima pridodati 
karakteristike elemenata. Svaki element je karakterisan nekom relacijom između napona i 
struje koja se naziva karakteristika elementa. Električna mreža se sastoji od nekoliko vrsta 
elemenata koji su na pogodan način međusobno povezani preko svojih krajeva. U većini 
slučajeva krajevi elemenata se grupišu u parovima koji se zovu i pristupi elemenata. Svakom 
paru krajeva se pridružuju dvije promjenljive: napon i struja. Naponi i struje su funkcije 
vremena t i orjentisane su veličine. Za isticanje orjentacije, svaki par krajeva se predstavlja 
jednim orjentisanim linijskim segmentom. 

Određenu kombinaciju elemenata nazivamo standardnim elementima mreže. Elementi su 
modeli pojedinačnih djelova na koji se posmatrani fizički sistem može rastaviti. Za oblik 
eksitacije uzećemo uopšteni eksponencijalni oblik koji obuhvata sve glavne oblike eksitacije u 
električnim mrežama: 


u(t) = Ue“ 


gdje je s - kompleksna veličina i ima prirodu učestanosti. Imamo četiri vrste standardnih 


elemenata sa jednim pristupom i to: 


1. Element prikazan na slici 2.50. čija je karakteristika: 


U = Z(s)I 
I = Y(s)U 
+ + 
I(s) 
U(s) Z(s){Y(s)| LY U(s) 


Slika 2.50: 
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II. Element prikazan na slici 2.51. čija je karakteristika: 


U(s) + U,(s) = Z(s)I(s) 


Z(s) 
U(s) Ks) U(s) 
U,(s) 
I(s) 
+ + 


Slika 2.51: 


III. Element prikazan na slici 2.52. čija je karakteristika: 


I(s) + L,(s) = Y(s)U(s) 


+ 
U(s) e U(s) 


Slika 2.52: 


IV. Element koji nazivamo generalisana grana koji je prikazan na slici 2.53. a čija je 


karakteristika: 


U(s)+U,(s) = Z(s)(I(s) + 1,(s)) 
I(s)+L,(s) = Y(s)(U(s) +U,(s)) 


Predhodna tri oblika su specijalni slučaj generalisanog elementa (grane). Ako u mreži 
ima ukupno b - generalisanih elemenata (grana) tada se njihove karakteristike mogu pisati u 


matričnom obliku: 
U+U=2(1+4) 
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Slika 2.53: 


1+4=Y(U+0;) 


(av) 


Predhodne relacije predstavljaju matrični oblik karakteristika elemenata generalisane grane 


ili Omov zakon u matričnom obliku gdje su: U, U, I, i 1, matrice kolone (b x 1) napona i 


struja nezavisnih generatora i napona i struja grana; Zi i u su kvadratne dijagonalne matrice 
razmjere (5 x b) impedansi i admitansi grana. Za slučaj "kola bez induktivne sprege imamo 
da je |Z =Y !; Y = Z . Ako postoji induktivna sprega između pojedinih grana tada će 
postoj ati elementi u van glavne dijagonale. Formulisanje jednačina električne mreže karakteris- 
tike elemenata zajedno sa Kirchhoff-ovim zakonima obrazuju jedan potpun sistem nezavisnih 
jednačina, čijim se rješavanjem uz date početne uslove. Uslove određuju naponi U i struje 


I svih elemenata. Polazne jednačine su: 


QI = 0 n — nezavisnih jednačina (2.7) 

AI = 0 n — nezavisnih jednačina (2.8) 
BU = 0 m — nezavisnih jednačina (2.9) 
U+U, = Z (1 + 1) b — nezavisnih jednačina (2.10) 
I+ = Y (U + u) b — nezavisnih jednačina (2.11) 


Dakle, imamo na raspolaganju sistem od ukupno n + m + b = 2b nezavisnih jednačina za isto 


toliko napona i struja. 


EKSITACIJE U ELEKTRIČNIM 
KOLIMA 


Eksitacije (pobude) u električnim kolima date su naponima i strujama nezavisnih generatora. 
U intervalu vremena dok djeluju u kolu, eksitacije se mogu mijenjati sa vremenom na različite 
načine. Upoznaćemo se sa osnovnim vremenskim oblicima eksitacija, uz napomenu da se 


pomoću ovih elementarnih funkcija, mogu aproksimirati i druge složene funkcije. 


3.1 Osnovni vremenski oblici eksitacija 


3.1.1 Hevisajdova funkcija (Heviside function) 


Ova funkcija se još naziva i jedinična funkcija, odskočna funkcija, step funkcija a prikazana je 


na slici 3.54. Označavaćemo je sa h(t). Hevisajd je definisao kao: 


h(t) = S , n (3.12) 


Slika 3.54: Hevisajdova funkcija A(t) 


Ova funkcija nam omogućava da preko nje izrazimo druge funkcije sa jedinstvenim anali- 
tičkim izrazom a sa druge strane ona modeluje idealni prekidač. Do sada, kao prekidač smo 
imali kondezator. Posmatrajmo kolo na slici 3.55. U trenutku t = 0 uključimo DC struju 


(napon). Poslije nekog vremenskog intervala napon na kondezatoru će biti jednak E. 
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E 


Slika 3.55: Uključivanje eksitacije u trenutku t = 0 


Znači treba definisati trenutak t = 0 analitički. Definiciju ne bi mogli uraditi bez Hevisaj- 


dove funkcije. Njenim korišćenjem imamo: 


0,t<0 
e(t)={ 3.13 
9) = t> | l ) 
tj. analitički (jedinstven) izraz bi bio: 
e(t) = Eh (t) (3.14) 


gdje je e(t) - napon na kondezatoru. U opštem slučaju funkcijef(t) imamo: 


0, t<0 
f(t)h(t) = (8.15) 
f(t), t = 0 
Definišimo i pomjerenu Hevisajdovu funkciju kao: 
0, txT 
h(t_T) = ' 3.16 
(t=T) f m U (3.16) 


Slika 3.56: Hevisajdova funkcija h(t — T) 
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U opštem slučaju funkcije f(t) imali bi: 


0Ot<<T 
f(t)h(t_T) = Po na r) (3.17) 


Funkcije h(—t) i h(T — t) imale bi grafik: 
h(—t) h(T —t) 


1 


Slika 3.57: Hevisajdove funkcije h(—t) i A(T — t) 


3.1.2 Funkcija sgnt 


Finkcija sgnt ili funkcija znaka prikazana je na slici 3.58 a opisana je sa 


—-1,tx0 
u | i | (3.18) 


1, t>0 


sgnt 


Slika 3.58: Funkcija znaka 


U opštem slučaju funkcije f(t) imali bi: 


> J=ft), 120 
somt i (3.19) 


Veza između Hevisajdove funkcije i funkcije znaka je: 


h(t) = : + sen t (3.20) 
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3.1.3 Funkcija p,(t) 


Funkcija pą(t) se naziva pravougaoni (video) impuls 


pi = | Mol (3.21) 


3.1.4 Usponska funkcija r(at) 


Usponska ili “rampa” funkcija je definisana kao: 


at, t = 0 


r(at) = | KO od | (3.22) 


Slika 3.60: Jedinična usponska funkcija 


Usponska funkcija jediničnog nagiba (a = 1) tzv. jedinična usponska funkcija, prikazana je 
na slici3.60. Na osnovu relacija (3.12) i (3.22) zaključujemo da između Hevisajdove i jedinične 


usponske funkcije postoji veza 


r(t) = f h(r)dr = th (t) (3.23) 
Hevisajdovu funkciju možemo izraziti preko “rampa” funkcije kao: 


_ dr (t) 


" (3.24) 


h (t) 
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Pomjerena “rampa” funkcija za neko T prikazana je na slici 3.61. 


Slika 3.61: Pomjerena "rampa" funkcija 


a definisana je na sledeći način 


r(t-T)=(t-T)k(t-T) (3.25) 


3.1.5 Hevisajdov naponski i strujni generator 


Napon nezavisnog generatora sa eksitacijom koja je oblika Hevisajdove funkcije naziva se 


Hevisajdov naponski generator i predstavlja se sa 


ug (t) = Uh (t) (3.26) 


odnosno to je naponski generator konstantnog napona U koji uključujemo u trenutku t = 0 


(slika 3.62). Ovaj naponski generator kao što vidimo proizvodi DC napon. 


u(t) 


Slika 3.62: Hevisajdov naponski generator 


Struja nezavisnog generatora sa eksitacijom koja je oblika Hevisajdove funkcije naziva se 


Hevisajdov strujni generator i predstavlja se sa 


i (t) = Ih (t) (3.27) 
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Slika 3.63: Hevisajdov strujni generator 


odnosno to je strujni generator konstantne struje / koji uključujemo u trenutku t = 0 (slika 


3.63). Ovaj strujni generator proizvodi DC strujnu. 
Model HEAVISIDE-ovog naponskog generatora 1 ekvivalentno kolo prikazani su na slici 3.64. 


Slika 3.64: (a) Hevisajdov naposki generator; (b) ekvivalentno kolo 


Model HEAVISIDE-ovog strujnog generatora i ekvivalentno kolo prikazani su na slici 3.65. 


Slika 3.65: (a) Hevisajdov strujni generator; (b) ekvivalentno kolo 


Uključivanje HEAVISIDE-ovog naponskog generatora u t = 0 1 ekvivalentno kolo prikazani 
su na slici 3.66. Uključivanje HEAVISIDE-ovog strujnog generatora u t = 0 1 ekvivalentno kolo 


prikazani su na slici 3.67. 
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ELEKTRIČNO 
KOLO 9 
ELEKTRIČNO 
u(t) = 0 Uh(t) KOLO 


zat<0 


(o) 


Slika 3.66: (a) Uključivanje naponskog generatora u trenutku t = 0; (b) ekvivalentno kolo 


ELEKTRIČNO 
KOLO $ 
O ELEKTRIČNO 
1 a i(t) = 0 Ih(t) KOLO 


zat<0 


(o) 


Slika 3.67: (a) Uključivanje strujnog generatora u trenutku t = 0; (b) Ekvivalentno kolo 


3.1.6 Predstavljanje nekih eksitacija Heaviside-ovom funkcijom 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


ug) =UHt—T) vt 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


ult) = U [ht — Ti) — h(t— T)| Yt 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


u(t) = Uh(t) — 2Uh(t— T) +Uh(t- 2T) Yt 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


u(t) = Uh(t) — 2Uh(t— T) +2Uh(t—2T) Vt 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


TT 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


Te E SIM _T)+ Sm _3T) vt 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


u(t) = Uh(t) + Uh(t— T) - 2Uh(t- 2T) Yt 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


it) = Sert) -(t-T)ht-T)] Yt 


Gib = aO reS TA 


NIS NIS 
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Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


TE zo s Srt -T)-Uh(t-T) Vt 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


ig(t) = L (r(t) - 2Th(t_T)—r(t_2T)| vt 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 
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tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


de Vi 


ug(t) = U ho "ZE NT, 


Ako bi imali napon oblika (ili struju): 
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i(t) = Lanle) = TU — T)h(t_—T)+ IC —2T)h(t_—2T) Yt 
i(t) = Lrt) = IU zaj U _27) vt 


tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


K [th(t) — t- T)h(t_— T)) — (t— T;)h(t — T2)+(t— T)h(t— T3)| 
K (r(t) _r(t_T))— r(t_—T;) +r(t_— Ta) Yt 


2a & 
o o 
JET = 

=œ œ 
AE E A 

Hod 


vt 
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tada bi njegov jedinstveni analitički izraz preko Hevisajdove fnukcije bio : 


e(t) = (E,, sint) h(t) — [Em cosw (t = =), h (t = Z) vt 


Emsinwt OKET 
e(t) = l 
0 t<0it>rT 


elt) = Em sinwt {h(t) — h(t— T)| 


sin wt = sin [w (t — T) + wT] = coswr sinw(t — T) + sin wT cosw(t — T) 
pa je: 
e(t) = Em sin wth(t) — Em cos wT sin w(t —T)h(t— T) + Em sin w7 sin (ot — 5 = r) h(t—-r) vt 


Ako se prostoperiodična eksitacija e(t) = Em cos(wt + 0) uključuje u trenutku tg = 0 ona je 
opisna izrazom: 
e1(t) = Em cos(wt + 6)h(t) 


a ako se uključuje u trenutku tg £ 0 ona je data sa: 


€2(t) = Em COS [w(t == to) + 8] h(t = to) = €1 (t = to) 


3.2 Predstavljanje proizvoljne funkcije preko zbira Heaviside- 


ove funkcije 


Upošte, možemo bilo kakvu funkciju izraziti preko Hevisajdove funkcije. Posmatrajmo proizvoiljnu 
vremensku funkciju prikazanu na slici 3.68. 
Funkcija koja je predstavljena stepenastom linijom može se izraziti zbirom Heaviside-ovih 


funkcija: 
T=t—AT 


u(t) = u(O)h(t) + X Au(r)h(t—r— Ar) (3.28) 
T=0 
gdje je Au(T) = u(r+ArT)—u(T). Zbir predstavljen relacijom (3.28) će tačno predstavljati 
funkciju u(t) kada Ar > 0: 


T=t— AT 
u(t) = lim |u(O)h(t) + XO Au(r)h(t-7—ArT) 
T=0 


U graničnom prelazu zbir prelazi u integral a priraštaj Au(T) u diferencijal du(T) = uw(T)dr 
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Slika 3.68: Proizvoljna vremenska funkcija 


pa je: 
t 


u(t) = uoh(t) + feom — T)dr (3.29) 
0 


Relacija (3.29) predstavlja Dijamelov (Du HAMEL) superpozicioni integral. Da ova relacija 
predstavlja identitet lako se uviđa ako se uzme u obzir daje: h(t— Tr) =1zat—r7 > 0, to jest 
zale rat 


3.3 — Prostoperiodična eksitacija 


Prostoperiodična eksutacija je eksitacija koja se može predstaviti u obliku 


ug(t) = Um cos(wt + 0) (3.30) 
ili 
ug(t) = Um sin(wt + 6) (3.31) 


Ako je poznata frekvencija w, tada je napon u,(t) u potpunosti određen sa amplitudom U,, i 


fazom 6. Ove veličine se mogu predstaviti u kompleksnom obliku kao 


U = Une” (3.32) 
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Veličina U se naziva fazor ili kompleksna amplituda. Eksitaciju u,(t) = Um cos(wt+0) možemo 
sada zapisati u formi 
ug(t) = Re {Ume e1} = U,, cos(wt + 0) (3.33) 


Ova eksitacija je periodična tj. 


a perioda je jednaka 


2T 1 
FS == = ———— =2 
da pe) EM 
T ; 
COS (ot — 5) = sinwt 


sin (ot + 5) = cosut 


Ovakva eksitacija naziva se neprigušena eksitacija (sinusoida). 


3.3.1 Periodična (složenoperiodična) funkcija 


Funkcija koja se periodično ponavlja sa periodom T; e(t + nT) = e(t) zan = 0,1,2,3... ali 


nije prostoperiodična naziva se složenoperiodičnom funkcijom. 


3.4 Pseudoperiodična eksitacija -prigušena periodična 
eksitacija 


Eksitacija oblika: 
u(t) = Une? cos(wt + 0) (3.34) 


naziva se pseudoperiodična ili prigušena eksitacija. Na slici 3.69. prikazana je ova eksitacija 
za različite vrijednosti parametara o i w. 


Ekscitaciju u obliku prigušene sinusoide je moguće zapisati i u formi 


u(t) = Re {Ume?' eto = Re (U me? gn (3.35) 


Ako definišemo veličinu s = 0 + jw koji nazivamo kompleksna učestanost (ili generalisani broj) 


zadnju relaciju možemo zapisati kao 


u(t) = Re { Ue“ } (3.36) 


() a =0 (f) a =0;w=0 


Slika 3.69: Eksitacija u(t) = U,,e"" cos(wt + 8) za različite vrijednosti o i w 


M 
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gdje je: U = U,,e/* fazor. Fazor U(s) koji odgovara naponu u(t) naziva se generalizovani 
fazor, a s generalizovana frekvencija. Međutim, pošto je s kompleksan broj, često se 
naziva i komplesna učestanost sa komponentama s = Re{s}"P iw = Im{s} 24, Ako se 


funkcija može zapisati u obliku 
f) = Kie + Koe” +- + Kne™ (3.37) 


gdje su K; i s; veličine nezavisne od vremena, onda je ona okarakterisana sa kompleksnim 


učestanostima. Na primjer, ako izraz 


u(t) = Ume” cos(wt + 0) (3.38) 
zapišemo u obliku 
i(ut+0)  o—j(wt+0) 
u(t) = Ume” (: s ) (3.39) 
rezultira sa 
u(t) = Keltit 4 Koel iok (3.40) 


gdje je Kı = U,,e!%/2 i Ko =U,,e 1/2 = K*. Prema tome, veličina u(t) ima dvije kompleksne 
učestanosti: s; = o + jw i sg = ø — jw = sf. Ako imamo kompleksni par polova, onda i 
njihovi koeficijenti u razvoju su takođe kompleksno konjugovani. Na primjer, ako F(s) ima 


pol s = a + j odgovarajući razvoj je 


A B 
F(s) = 3.41 
Mr Aker no 
Tada je 
A=(s—0—38)F(S)l—aja (3.42) 
B=(s—a+j8)F(s)l-. js (3.43) 
Iz relacija (3.42) i (3.43) vidimo da je B = A". Inverzna transformacija je 
SG) = Ae(2+9)t 4 A*e(e—iB)* (3.44) 
Prema tome 
f(t) = 2 Re (Ae) (3.45) 
Ako je A = |A| ef? onda je 
f(t) =2Re{|A| ele = 2 |A| e" cos (Bt + 0) (3.46) 


Primjer 1: Neka je u = 25e + cos2t V. Odrediti generalisani fazor i kompleksnu učes- 
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tanost. 


Rešenje: 


U = 2540 


s=—-1+j2 
Primjer 2: Ako je i = Ime” cos(wt + 0) , a napon je dat izrazom u = LË + Ri dokazati 
da je napon takođe oblika prigušene sinusoide i iste učestanosti. 
Rješenje: Definišimo napon u; = Ue*, tada je naš traženi napon: 
u = Re(Ue") 
Struja i; = le“ pa slijedi da je i = Re(1e*), pri čemu je fazor struje I = Imax/0". Kada se 
ove relacije uvrste u relaciju u = LË + Ri dobija se: 
Ue* = LsIe* + Rle"' 
Diferenciranje u vremenskom domenu ekvivalentno je množenju sa s u kompleksnom domenu. 
Sređivanjem prethodne relacije dobija se: 
U=(R+sL)I 


Sa druge strane : U = |U| /6, odnosno: 


U = Iny (R+ oL} + 2 Leicon nere) 


pa je naš traženi napon: 


L 
u = Re (Ue"\ = my (R + oL) + W212e% cos ( + arotan prst) 


Primjer 3: Ako je U= 6430" i s = —3 + j2 odrediti u(t) =? 
Rješenje: u(t) = 6e-*' cos(25 + 30°) 


3.5 — Impulsna funkcija i eksitacija (Dirakova funkcija) 


Jedinična Hevisajdova i jedinična impulsna funkcija predstavljaju idealizacije koje nam omogućavaju 
da približno matematički opišemo neke važne realne signale. Njihovo uvođenje je posledica 
uvođenja idealnih naponskih i strujnih generatora, idealnih elemenata (R, L, C) a takođe i ide- 
alnih prekidača. Impulsnu funkciju uveo je POL DIRAK i ona nosi njegovo ime a označava se sa 


9(t). Impulsnu Dirakovu funkciju definisaćemo preko niza tzv. "udarnih" funkcija. Udarnim 
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funkcijama nazivamo one vremenske funkcije koje traju samo izvjesno vrijeme (veoma kratko) 
e (slika 3.70). Drugim riječima, to su funkcije koje imaju vrijednost nula za svako t, sem u 


konačnom intervalu širine €. Integral 


Slika 3.70: Vremenski oblik impulsa 


J= [8.(t)dt (3.47) 
l 


naziva se jačinom udara udarne funkcije 0, (t) i predstavlja površinu koju 0. (t) zaklapa sa 
vremenskom osom. Efekat udarne funkcije zavisi samo od integrala J a irelevantan je oblik te 
funkcije u vremenskom inervalu. Ako je jačina udara jedinica i udarna funkcija je jedinična. 
Impulsna funkcija je idealizovamo približno predstavljanje impulsnog signala čije je trajanje 
veoma malo u poređenju sa vremenskom konstantom kola pri čemu je oblik signala nebitan u 
okviru tog intervala tj. bitna je samo njegova površina sa vremenskom osom. Dakle, impulsna 
Dirakova funkcija bi imala zapis: 
d(t) = limo, (t) 


£—>0 


odnosno 


0,2<0 
d(t) = £ 0, t=0 (3.48) 
0, t=0 
ali tako da je: 
Ps (t) dt = 1 (3.49) 


Prema tome, površina odnosno jačina udara jednaka je jedinici. Zato se i zove jedinična 


impulsna funkcija. Grafički je predstavljamo kao na slici 3.71: 


Pomjerena Dirakova funkcija bi imala grafik: 
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lt) 


Slika 3.71: Dirakova funkcija 


elt- T) 


Slika 3.72: Pomjerena Dirakova funkcija 


Za razliku od Hevisajdove funkcije (koja nema fizičku vrijednost) Dirakova funkcija ima 
fizičku vrijednost s! . Ovo se zaključuje posmatranjem relacije (3.49). Veza između Hevisaj- 
dove 1 Dirakove funcije je: 

dh (t) 
ô (t) = —— 3.50 
o=E (3.50) 
bez obzira što h(t) nije neprekidna ali ima skok. Integriranjem relacije (3.50) u intevalu 


(—oo, t) dobijamo 


h (t) = [s dr (3.51) 


3.6 Predstavljanje eksitacija impulsnom funkcijom 
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Impulsni naponski generator: u4(t) = Po(t). 


Impulsni strujni generator: i,(t) = Q0(t). 


Eksitacija oblika: tg (t) = Qod (t) + Q,0(t = ti) + Q20(t = t2). 
i(t) = Q6(t) 


U elektrotehnici smo ovu funkciju morali uvesti iz razloga rješavanja čak i elementarnih 


problema. Na primjer, posmatrajmo kolo kao na slici 3.73: 


Slika 3.73: Kondenzator pri djelovanju Hevisajdovog naponskog generatora 


U trenutku t = 0 je 
ug (t) = Uh (t) (3.52) 
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Treba odrediti i(t) =? u t = 0. Po definiciji: 


s, dult) nd dht 
i(t) = CE = 0 [Uh (| = CU = CVS) (3.53) 


Relacija (3.53) pokazuje da se struja trenutno uspostavlja a njena udarna vrijednost je CU0(t) 
(znači u t = 0 kondezator prestavlja kratak spoj a u stacionarnom stanju je prekid). Ovo 
važi samo za idealni kondezator C. Takođe, drugi elementarni problem bi bio idealni kalem. 


Posmatrajmo kolo prikazano na slici 3.74: 


Slika 3.74: Kalem pri djelovanju Hevisajdovog strujnog generatora 
U trenutku t = 0 je 
ig (t) = Ih (t) (3.54) 
U trenutku t = 0 otvorimo prekidač i tražimo vrijednost napona. Po definiciji je 
di d 


u= L = La Hh (E) = LIS (e) (3.55) 


Proizvod LI je udarna vrijednost fluksa. Pomoću funkcije ô (t) možemo opisati idealne impul- 


sne strujne i naponske generatore: 
i(t) = Q5 (t) (3.56) 


gdje je Q - količina elektriciteta. 


ug(t) = 96 (t) (3.57) 


gdje je P - fluks. 


3.7 Impulsne funkcije višeg reda 


Ako impulsna funkcija djeluje u kolima sa dinamičkim elementima, mogu se pojaviti i njeni 


izvodi po vremenu - funkcije koje se nazivaju i impulsnim funkcijama višeg reda. 


d™ S(t) 
dt" 


gm (t) = 
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Prvi izvod Dirakove funkcije naziva se i impulsnim dubletom (jer se javljaju dva impulsa - 


pozitivan i negativan), drugi izvod Dirakove funkcije je impulsni triplet itd. 


3.8 Svojstvo odabiranja impulsne funkcije 


Ovo svojstvo je, možda najznačajnije za impulsnu funkciju, a koristi se u raznim digitalnim 
kolima, posebno za digitalni prenos informacija. Posmatrajmo proizvod proizvoljne neprekidne 


i ograničene funkcije f(t) i Dirakove funkcije 


[rosWa=7(0 (3.58) 
+00 
/ FS-T) dt = f(T) (3.59) 


FO |s(Đar=F(O1=F(0) (3.60) 


Znači, formiranjem proizvoda date funkcije f(t) i Dirakove funkcije postavljene u željeni trenu- 
tak to i integriranjem tog proizvoda, dobija se samo uzorak funkcije f (to), tj. odabrali smo 
vrijednost u željenom trenutku. Ako u trenutku t = T funkcija f(t) ima prekid prve vrste 
odnosno ima skok od vrijednosti f(T7) na vrijednost f(T*) integral dat relacijom (3.59) je 


jednak: 
AERIS SET (3.61) 


3.9 Osobine Dirac-ove impulsne funkcije 
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Dokaz: Koristeći već navedene osobine: 


i uvodeći smjenu x = at dobijamo: 


/ / PO _ 1 | A 
| eaa (at)dt = rJ jde = A = py oba 060) 


Posledica: Posledice ove osobine je zaključak da je Dirack-ova funkcija parna: ako je 
a = —1 dobijamo 8(—t) = = rut )=0(t). 


2. 
f T r)at = l genig 


Dokaz: Uvodeći smjenu 7 — t = x dobijamo: 
Jost == Poti + 2)6(r)da = (0) 


Posledica: 


i p(7)80%(r)dr = (-1)90"(0) (3.62) 


Dokaz: Diferencirajući izraz: 


n - puta dobijamo: 


1)" f g(1)609(7 — t)dr = pd) (3.63) 


Uvrštavajući vrijednost t = 0 u relaciju (3.63) dobijamo relaciju (3.62). 


4. Ako je g(t) neprekidna funkcija za t = a onda važi: 


Dokaz: 
5. 
Dokaz: 
dh(t) 
t)—— dt 
| 
6. 
7. 


gl(t)d(t — a) = gla)ð(t — a) 


d(—t) = —6(t) 
to'(t) = —6(t) 
roi = 0 


š (* = =) > Monet) 


f OEE) = 1)" 0) 
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3.9.1 Aproksimacije Dirac-ove impulsne funkcije 


l 


c> C/T 
sin (£ sin at 
o(t) = lim 63 d(t) 
c-0 mt a>oo Tt 
2 
o(t) = lim ce 
0>0CY]JT 


l A 
U = (1 + 2282) 
sja s) 
£—>0 E 
DO Sem 
(t) = lime =h(t) 
1 a 
M) = as“ ' 


3.9.2 Heaviside-ova funkcija 


1. 


2. h(t) = lim f(t,A) = 


1 1 
h(t) = lim f(t, A) = 3 + = arctan At 


— 
1+e-*t 
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INDUKTIVNO SPREGNUTA KOLA 


Spregnuta kola su kola između kojih je moguća razmjena energije putem polja. Ako je ta 
sprega ostvarena preko magnetnog polja u pitanju su induktivno spregnuta kola. Ako je 


sprega ostvarena provodnikom tada su to galvanski spregnuta kola. 


4.1 Izvođenje jednačina linearnog transformatora razla- 
ganjem fluksa na fluks rasipanja i ukupni međusobni 
fluks 


Šema linearnog transformatora je prikazana na slici 4.75. a njegove jednačine kada imamo 


saglasne krajeve su: 


a. za primar 


d 
Riti + dt (N141,) = úi (4.64) 
b. za sekundar 
. d 
Roto + dt (N209,) = —u2 (4.65) 
+ u j ki? / ; + 
| ; | 
u L L u 


Slika 4.75: Linearni transformator 
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Član £ (N161,) predstavlja varijaciju rezultujućeg fluksa primara, dok član £ (N26,) pred- 
stavlja varijaciju rezultujućeg fluksa sekundara. Ove jednačine napisane su na osnovu Farade- 
jevog i Kirhofovih zakona. Ukupni rezultujući fluks razlažemo na fluks rasipanja i ukupni 


međusobni fluks. 


Dir = Pu + Pu 
Dər = P22 + Pu 
PM = i2 + Pog 


Ukupan međusobni fluks jednak je zbiru pojedinih međusobnih flukseva. Sada zamjenom u 


jednačine linearnog transformatora dobijamo: 


d d 
Riti + di (Niġi) + E7 (Nim) = u 


. d d 
Roto + di (N2022) + dt (Nom) = —u2 


Induktivnosti usled rasipanja su: 


Nidi = Loti 


N22 = Lost 


gdje su: L4,— induktivnost usled rasipanja od primara, Le, — induktivnost usled rasipanja 


od sekundara. Sada su jednačine linearnog transformatora: 


; di dom 
Lo N; — = 
Rit + Lo dt + M dt Ua 
7 dio do 
Rota + La, T + NeT = —u2 


Ovo su jednačine linearnog transformatora za proizvoljne varijacije napona i struje i koje su 
dobijene razlaganjem rezultujućeg fluksa na fluks rasipanja i ukupni međusobni fluks. Ako pos- 
matramo prostoperidične struje i napone i režim rada transformatora u stacionarnom stanju, 
tada koristeći simbolički (kompleksni) metod i predstavnike možemo preći na kompleksne jed- 
načine: u > U, w> U: > > im ? Pu, pa sada jednačine imaju 
oblik 
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Ril, + jwLo, dı + juN;Py = UL, 


Rıl + jwLosla + JUN y = -U, 


Ako uvedemo impedansu usled rasipanja (Z,) tada je: 


25, = JwlLa 
Zoe = Jwa 


U m = JUN,Py 
U m = jwNə®y 


jednačine dobijaju oblik: 


Bl SA EET N (4.66) 


Rol, EP Ls F Um, = —U, (4.67) 


Ovaj tip jednačina linearnog transformatora našao je veoma veliku primjenu, naročito u oblasti 


elektroenergetskih sistema (transformatora i mašina). 


4.2 Savršeni transformator 


Definicija: Linearni transformator bez gubitaka i bez rasipanja naziva se savršeni transforma- 
tor. Bez gubitaka podrazumijeva da je bez elemenata gdje se troši aktivna snaga, dakle bez 
termogenih otpornosti. (za posmatrani slučaj Ry = 0 i Rə = 0). Bez rasipanja L,, =0 i 


Los, = 0. Prevedimo ovo na koeficijente rasipanja 


Polazeći od jednačina linearnog transformatora u vremenskom domenu: 


. d 
Riti + dt (Niir) = Ui 
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X d 
Rzi2 + 7 (Nofa) = —u2 


Za opšti slučaj (i saglasni i nesaglasni krajevi) važi da je ukupni međusobni fluks: 


OM = Di2 a Do 


pa je ukupan rezultujući fluks primara jednak 


Dir = Pu + Pu 


a ukupan rezultujući fluks sekunadara 


Do, = a2 T OM 


Imajući ovo u vidu dobijamo: 


d 


p d 
Riu + T (Niġi) + T (Njom) = u 


l d d 
Ratz + T (Nada) £ T (Nom) = —u2 


Uvodeći Lo, i Lo, dobijamo sledeće relacije: 


F di dom _ 

Riti + Loi + M = ùi (4.68) 
. di» dobu _ 

Roto + Losi HE MCG = —u2 (4.69) 


Za savršen transformator koji je prikazan na slici 4.76. važi Rı = Rə =0 i Lo, = Lo, = 0 pa 


su jednačine savršenog transformatora za proizvoljne vremenske varijacije 1 jednačine napona 


1 struje: 
d 
uu 
d 


Za slučaj prostoperiodičnih struja i napona u ustaljenom režimu rada možemo preći na 


kompleksne jednačine preko kompleksnih predstavnika: 


JuNPŽy = U, 
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Slika 4.76: Savršeni transformator - saglasni krajevi 


+jwNə® y = -U, 


Za slučaj saglasnih krajeva 


u = Bi + Po (4.70) 


Kako je fluks rasipanja primara i sekundara ?,;, =0 i 25, = 0, slijedi da je 


P, =P, + Pi = Pio 


@, = a + o = a, 


te kada to uvrstimo u jednačinu (4.70) dobijamo: 


u=% +9, 


Jednačine savršenog transformatora sa saglasnim krajevima: 


JUN;Py = U, 


+jw NF y = —U3, 


pa je odnos napona 


Ui o VON Maun 
U, jwNðy M 


gdje je m prenosni odnos (odnos broja navojaka primara i sekundara). Za slučaj saglasnih 
krajeva savršenog transformatora važi: T = —m. Za slučaj nesaglasnih krajeva (slika 4.77.) 
Py = i — 2, a kako je fluks rasipanja ?,, =0 1 $,, = 0, slijedi da je: P,, = P, — o, a 


jednačine su oblika: 


Slika 4.77: Savršeni transformator - nesaglasni krajevi 


JUN;Py = U, 


-JWwN2dy = —U, 
pa je za odnos napona za slučaj nesaglasnih krajeva savršenog transformatora 
U, 
U, 


Veza između sopstvenih i međusobnih induktivnosti data je jednačinama: 


= m 


Za savršen transformator važi da je ki = k = 1, pa su ove relacije: 


Li = mLi2 
L 
h== 
m 
Dijeljenjem ovih dvaju relacija dobijamo: 
mLi2 Li 
iLp L 
odnosno 
D 


IL 
m = = 
Lo 


Za savršen transformator postoji ova veza između prenosnog odnosa m i induktivnosti Lı i 
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Lo. 


4.3 Prikaz linearnog transformatora preko savršenog trans- 


formatora 


Postavlja se pitanje kako linearni transformator prikazati preko savršenog. Da bi to uradili 
prvo ćemo izraziti sopstvenu induktivnost preko induktivnosti usled rasipanja i međusobne 
induktivnosti. Polazeći od činjenice da su fluksevi koje proizvodi ista struja u fazi, možemo 
preći sa trenutnih na efektivne vrijednosti. 


®ı = Pi + i2 P=2+ Po 


Izražavajući flukseve preko struja i induktivnosti imamo: 


Lili Leh lizh 


= 4.71 
Ni Ni u No ( ) 
Dol, Lol Lakh 

= 4.72 
No No E Ni ( ) 


Množenjem relacije (4.71) sa u i relacije (4.72) sa za dobijamo: 


Ni 

Li = L Lj, 
1 i + L12 N 
No 

L = Dy Lj, 
2 2 T L12 N, 


Uzimajući u obzir da je $ = m dobijamo: 


Lı = La + mL: 
La = Lo, + —Li2 
m 


pa možemo pisati: 
L = La +L 4.73 
1 1 
La = Lo, + L (4.74) 


gdje su Li =mLaiL = — Liv. Dakle polazeći od osnovne šeme linearnog transformatora za 


slučaj saglasnih krajeva koji je prikazan na slici 4.78. možemo preći na šemu koja je prikazana 
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na slici 4.79. Odavde je: 


! 
I Lio 


E 


/ 1 
Lis = k'4/ Li L =1 mLu Lu = Lio 


Li = Lr? 


odnosno 


dakle dobijamo da je: 


Slika 4.79: 


Sa šeme na slici 4.78. sada možemo preći na šemu koja je prikazana na slici 4.80. 


S 
Lee 


Slika 4.80: 


Ovo je prelazak sa linearnog na savršeni transformator. Fluks rasipanja se zatvara samo 
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kroz induktivnosti Lo, i Lo, (to su fluksevi Pi, i P22) jer je Lo, — induktivnost usled rasipanja 


primara a Le, — induktivnost usled rasipanja sekundara. 


4.4 Idealni transformator 


Do pojma idealni transformator doći ćemo apstrakcijom i daljem analizom od linearnog trans- 
formatora. Definicija: Idealan transformator je savršeni transformator u koga je rezultujuća 
magnetno pobudna sila jednaka nuli. Pošto je transformator idealan to za prostoperidične 


struje i napone važi: 


= = +m (4.75) 


Iz relacije (4.75) proizilazi da je odnos napona primara i sekundara fiksiran prenosnim odno- 
som, bez obzira u kakvom je režimu rada transformator, dok struje primara i sekundara zavise 
od režima rada i priključenih uređaja na primar i sekundar. Za prostoperiodične struje i 


napone za idealni transformator, po definiciji, magnetnopobudna sila je jednaka nuli: 
Om = NI, +£ Nal = 0 


pa odavde važi: 


Na osnovu predhodnog dolazimo do jednačina idealnog transformatora: 


U, 

=l 4.76 

T (4.76) 
i I 1 

+1 

=Z 4 4.77 

15% (4.77) 


Zbog toga se u šemama idealni transformator predstavlja sa dva kalema. Za idealni transfor- 


mator dovoljno je znati: 


- prenosni odnos m 
- oznake saglasnih krajeva 


- referentne smjerove napona i struja 


Za idealni transformator sa slike 4.81 je: 


Ma 
U, 


= —m 
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= 
= 


2 22 
+ + 


Ui 
| * 


— S — 


Slika 4.81: Idealni transformator (saglasni krajevi) 


jer su krajevi saglasni. Drugi prototip idealnog transformatora prikazan je na slici 4.82. (ne- 
saglasni krajevi): 


> 
IS 


21 
+ + 


| 


— 9 


Slika 4.82: Idealni transformator (nesaglasni krajevi) 


Uea 
U, 

i 
kd 
L m 


Za druge referentne smjerove napona i struja moramo se prilagoditi jednačinama (recimo za 
druge smjerove napona ili struja moramo promijeniti znak). Razmotrimo slučaj prikazan na 
slici 4.83. 


h 


| i M 


Slika 4.83: Idealni transformator 
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Pošto su krajevi saglasni to je 


U, 
= = -m 
U, 
ali je Us suprotno orjentisan pa je 
U, 
= —m 
zu 


Uvodeći idealni transformator možemo ovu klasu induktivno spregnutih kola rješavati na preko 


R, L, C, m elemenata. 


4.4.1 Snage idealnog transformatora i posledice 


1. Ako sa S; označimo kompleksnu snagu koju uzima idealni transformator, dobijamo: 


Si = U I} = (+mU2) (+1) = U,15 = S, 


Kao posledica relacija idealnog transformatora, snaga koja ulazi u idealni transformator jed- 


naka je snazi koju on predaje na izlazu. Kako je: 
Si =P + JQ 


S = Pa + jQ2 


iz S, = S slijedi da je Pi = i Qı = Q2. Idealni transformator ne troši aktivnu ni reaktivnu 


snagu pa je stoga idealan uređaj. 


2. Ako definišemo ulaznu impedansu sa strane primara (slika 4.84.): 


L 
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odnosno 
o _ EmU, n= 2U> 
Zn Gb 
a kako je U, = Zl, dobijamo: 
Zu =m Zy. 


Dakle što se tiče ulazne impedanse sa strane primara , idealni transformator možemo pred- 


staviti šemom prostog kola kao što je prikazano na slici 4.85.Ovakvi uređaji koji zavise od 


L 
j 
U, mZ 
Zu 
Slika 4.85: 


impedanse na izlazu nazivaju se konvertori (konvertuju impedansu u impedansu. Iste vrste ali 
različite vrijednosti, koja zavisi od stepena konverzije). Za slučaj kada je ulazna impedansa 


sa strane sekundara (slika 4.86.): 


Is 


< S—> 


" 
Zu 


Slika 4.86: Ulazna impedansa sa strane sekundara 


1 db. El 1 U, 
= L, +m m? I, 
odnosno: 
Z" = —Z 
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Dakle što se tiče impedanse idealnog transformatora sa strane sekundara možemo je zamijeniti 


sa šemom prostog kola kao na slici 4.87. Idealni transformator nije fizički elemenat nego model 


b 


Slika 4.87: 


kojim se ilustruje neki realni fizički proces. Ako bi postavili pitanje kolika je magnetna perme- 
abilnost jezgra namotaja transformatora da bi on bio idealan, to jest da bi magnetnopobudna 
sila bila jednaka nuli, po Kap-Hopkinsonovom zakonu, dobili bi: Om = Rm®m, gdje je Rm 


magnetni otpor. Za idealni transformator je Om =0 i Py £ 0 odakle slijedi: 


Om 0 
u = — =- > Nu = 
Emr T M 
Sa druge strane: Ry = — = ——, pa pošto ovo treba da bude jednako nuli, trebalo bi da 


us HoH,S? 
je M, = œ, što nije moguće ostvariti u praksi. Imamo dobrih magnetnih modela sa veoma 


velikim u,, ali ne i sa u, = co. Zbog toga je idealni transformator idealan (apstraktan) uređaj. 


4.5 Ekvivalentne šeme linearnog preko idealnog trans- 


formatora. 


I način: Razlaganje struje primara na komponente. 


Predpostavimo da struje 1; i 12 obrazuju sledeći fazorski dijagram prikazan na slici 4.88.: 


Slika 4.88: Fazorski dijagram struja 1; i 1, 


Ako su ovo fazori struja 11 i 12, tada su fluksevi $;2 i ., u fazi sa strujama, a fluks 


Pu = io + a. Struju primara razlažemo na: 


109 
a) I,— komponentu u pravcu struje 12. 


b) Iņ — komponentu u pravcu vektora Py, (ukupnog međusobnog fluksa). Prema tome 


važi da je: 


L=l+1w (4.78) 


Iz sličnosti trouglova međusobnih flukseva i trougla struja i komponenti struja imamo (po 


intenzitetu): 


14 


I Do Las = No Í 
VAR Dio Loge Ni IL mh 


jer je Liz = La. Dakle, vidi se da je intenzitet struje I, jednak 
JE Li) 
I =—I 
1 = 2 
Pošto je struja I; istog pravca, ali suprotnog smjera u odnosu na struju 12 možemo kompleksni 
predstavnik struje J} predstaviti: 


1 
Ag (4.79) 


Znak minus posledica je suprotnih smjerova struja I; i 1. Nadalje nam treba još pomoćnih 
relacija pa iz: 


Leli Lal, Lu Nə Li2 1 
o ,,= > = => | I — I, | = — | I —I 4. 
M 12 + L21 N, + N, N, \= + No N, (4 E = (4.80) 
Uvrstimo LI, = —I} iz jednačine (4.79) i dobićemo: 
Liz 
Pu = Ns (L = I) 
pa kada ovdje uvrstimo jednačinu (4.78) dobijamo: 
Li2 
dah 
2u = p, M 
i konačno: 
N: 
Tc De (4.81) 
Li 


Struje Ty; i Jį} su fiktivne struje (ne postoje u realnom procesu) i zato smo ih jednačinama 


(4.79) i (4.81) izrazili preko realnih veličina 1, i P,,. Sada možemo izvesti ekvivalentnu šemu. 
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Polazimo od jednačina linearnog transformatora u kompleksnom domenu i proširujemo taj 


sistem sa novodobijenim jednačinama: 


Rılı + jwLo lı + juN;Py, = U, (4.82) 
Rola + jwLoslo + jwN2® = —U> (4.83) 
L=l+1y (4.84) 


Relacija (4.84) se može shvatiti kao jednačina po Kirhofovom zakonu za struje za čvor u koji 


se stiču tri struje. 


U 
=" =-m (4.85) 
—U n 
ZO 
ma 4.86 
a = (4.86) 


Relacije (4.85 ) i (4.86 ) predstavljaju jednačine idealnog transformatora koji na krajevima 


ima napone U y, i U y, i struju primara i sekundara 1, i 12. 


My 
Sistem jednačina (4.82), (4.83), (4.84), (4.85), (4.86) i (4.87) predstavlja jednačine lin- 


earnog transformatora dobijene razlaganjem fluksa na fluks rasipanja i ukupni međusobni 


(4.87) 


fluks, proširen jednačinama dobijenim razlaganjem njegove struje primara na komponente 
Li Iņ. Pošto linearnom transformatoru, ovim jednačinama, nije nametnut ni jedan uslov 
(naponi i struje na pristupima transformatora ostaju nepromijenjeni) zaključujemo da ekviva- 
lentna šema koja odgovara ovim jednačinama odgovara i linearnom transformatoru. Polazeći 
od šeme linearnog transformatora koji je prikazan na slici 4.89. i datog sistema jednačina 


možemo doći do šeme kao na slici 4.90.: 


A h R Lis hy I +... 
Ko 
| : 
U, L L U. 2 || Z 2 
| i | 


Slika 4.89: 


Postavlja se pitanje šta predstavlja impedansa Z,, na slici 4.90? Sa slike vidimo da je: 
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Slika 4.90: 


Z — U m = JUNI By = N, . 
M ly u N 
£M Tis 2 


dakle Zy = jvmLiy2 je čista reaktansa (kalem). Ako bi sekundarni krajevi bili zatvoreni 
impedansom Z, imali bi sledeće: Na osnovu šeme na slici 4.90 vidimo da su sekundarni kra- 
jevi idealnog transformatora zatvoreni impedansom: Rə + jwLo, + Zo (redna veza na sekun- 
daru idealnog transformatora). Koristeći svojstvo idealnog transformatora da ako je sekundar 
zatvoren nekom impedansom, tada je ulazna impedansa m? puta veća od te impedanse, ovdje 


2 


ćemo sve elemente sekundarne impedanse pomnožiti sa m“. Tada možemo sa šeme na slici 


4.90 preći na šemu prikazanu na slici 4.91.: 


Slika 4.91: 


Dakle dobili smo šemu linearnog transformatora bez spregnutih elemenata. Napon U, 


određujemo sa slike 4.91. jer je to sada neka nova vrijednost napona na impedansi m? Z3. 


U = m ZL (4.88) 
Uvrstimo jednačinu (4.79) (I = -£1,), u relaciju (4.88) pa dobijamo: 
1 ml? 
BE = —m4L (4.89) 


Sa slike 4.90. vidimo da je U, = Zl», pa kada to uvrstimo u relaciju (4.89) dobijamo: 
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U, = —mU, (4.90) 


Na osnovu ovako dobijenog napona U; možemo ekvivalentnu šemu linearnog transforma- 
tora prikazanu na slici 4.90. dalje uprostiti isključujući napone U ,,, 1 U yo 1 to preko jednačina 


napona U, i struja, to jest: 


==_- 4.91 
u zo 
/ 
1 
£j 
=a 4.92 
T = (4.92) 


Ove jednačine predstavljaju jednačine idealnog transformatora koji na svojim krajevima 
ima napone U, i U, i struje primara i sekundara I} i 1,. Ovakav raspored elemenata 


(impedansi) naziva se “T” šema (slika 4.92.). 


Slika 4.92: 


Šema linearnog transformatora prikazana na slici 4.89. zamijenjena je takozvanom “T” 
šemom prikazanom na slici 4.91. bez spregnutih elemenata, koju je moguće prema potrebi 
transformisati i/ili fizički realizovati što se često i radi kada se transformator nalazi u sklopu 
neke složenije mreže. U šemi na slici 4.91. sve sekundarne veličine sa šeme na slici 4.89. 
svedene su na primarnu stranu pa se nazivaju: m2R2 i m?L,, svedeni sekundarni parametri 
na primarnu stranu, U, — svedena vrijednost sekundarnog napona U, na primarnu stranu, 
I, — svedena vrijednost sekundarne struje I, na primarnu stranu. Pošto su svedene vrijednosti 
sekundarnog napona i struje U! i I} povezane sa stvarnim vrijednostima ovih veličina U, i Z 
preko jednačina idealnog transformatora izražene relacijama (4.91) i (4.92) šema na slici 4.91. 
se proširuje vezivanjem idealnog transformatora i to prema slici 4.93. 

Impedansa na šemi za napon U! je m?Z., što je ulazna impedansa primara idealnog trans- 
formatora koji je na sekundaru zatvoren impedansom Z». Cijeli proračun se odvija za šemu 
na slici 4.91. to jest za primarne veličine i svedene vrijednosti sekundarnih veličina Uli 
Ii Proširena šema na slici 4.93. koristi se samo na kraju da bi odredili stvarne vrijednosti 
veličina U, i 1. Dakle, polaznoj šemi linearnog transformatora koja je prikazana na slici 4.89. 


odgovara kompletna šema prikazana na slici 4.93. koja je mnogo pogodnija za proračun U, i 
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Slika 4.93: 


1. preko šeme na slici 4.91. i jednačina idealnog transformatora (4.91) i (4.92) nego šeme na 


slici 4.90. 
II način: Razlaganje na komponente sekundarne struje 
Analogan postupak kao i za I način. Neka struje 1; i /2 obrazuju sledeći fazorski dijagram 


prikazan na slici 4.94.: 


Slika 4.94: 


Struju 1, razlažemo na komponente: I); — u pravcu vektora ukupnog međusobnog fluksa 


Py, 12 — u pravcu vektora struje J}. Sa fazorskog dijagrama se vidi da je: 


L = I+ Iu 


Struje I, i Lo su fiktivne struje ( ne postoje u stvarnosti) i treba ih izraziti preko realnih 


vrijednosti (m, Ni, Li2, Pu, 11). Iz sličnosti trouglova struja i trouglova flukseva imamo: 


bee R Mh_ h 


bo ta lb Mb D 


Po intenzitetu je 15 = mJ, a pošto je kao fazor suprotnog smjera od struje 1, to je: 


I, = —ml 


Slično je za flukseve: 
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Lol, | Lab Lu (M Laiz 
Py = Bi + Pa = N N =W (PA +l} = moa +12) 
Ako sada uvrstimo jednačine I, = -m1 i I = I% + Iwy, dobijamo: 
Liz y 
P == 
>M = p M 
odnosno: 
Ni 
1 
ag 
s ho 


Izrazili smo fiktivne vrijednosti struja I), i Io preko realnih veličina. Sada ćemo izvesti ekvi- 


valentnu šemu linearnog transformatora, polazeći od jednačina u kompleksnom obliku. 


RiL T JuLo,li + JUN Py = U, (4.93) 
Rolo + jwLosls + ju NBy = -U (4.94) 
L, = I, + Iu (4.95) 


Relaciju (4.95) možemo shvatiti kao Kirhofov zakon za struje za čvor sa tri grane. 


Um = —m (4.96) 
-U m 

1, 1 

Ss, 4. 

É za (4.97) 


Relacije (4.96) 1 (4.97) predstavljaju jednačine idealnog transformatora, koji na primaru i 


sekundaru ima napone U y, i U y, i struje primara i sekunadara 1, i 15. 


= py (4.98) 


Nije nametnut nikakav novi uslov linearnom transformatoru (naponi i struje ostaju nepromi- 
jenjeni na pristupima) pa je šema koja odgovara sistemu jednačina (4.93), (4.94), (4.95), (4.96), 
(4.97), (4.98): 

Ako pretpostavimo da su primarni krajevi zatvoreni impedansom Z}, pa je tada primar 


idealnog transformatora priključen na impedansu: 


Ni + jwLo, + Zi 


Polazeći od svojstva idealnog transformatora da ako je primar zatvoren impedansom na sekun- 


daru se može zamijeniti sa = puta manjom impedansom, to jest u našem slučaju sa impedan- 
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som: 


m2 m? m? 
Sa šeme na slici 4.95. odredimo Z’ x- 
U Noe N: L 
1 M: JWIMEM _ 2 jE 2 
SC ode mo EM 
12 


Veli kem 
odnosno kako je I, = —mly i U; = —2,1, dobijamo: 
1 U 
Usma = 
2 mm IH =" 


Veličine U', i I% su primarne veličine svedene na sekundarnu stranu i povezane sa stvarno 
UY o 1 42 


sekundarnim veličinama gore izvedenim relacijama, to jest: 
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TO 
baie. m 
L, = —ml, 

odnosno: 

Us 
U, 
Pisak 
L m 


Dvije gornje jednačine predstavljaju i jednačine idealnog transformatora koji na primaru ima 
napon U, i struju 1, a na sekundaru U', i I. g i Lol su svedeni primarni parametri na 
sekundarnu stranu. Imajući ovo u vidu možemo proširiti šemu sa slike 4.96. na šemu prikazanu 


na slici 4.97. Sav proračun se odnosi na šemu sa slike 4.96 a šema prikazana na slici 4.97 nam 


fu L, 1 


Slika 4.97: 


koristi da bi odredili stvarne vrijednosti primarnih veličina. I 1 II način su potpuno teorijski 
ravnopravni. 


USTALJENI SLOŽENOPERIODIČNI 
REŽIM 


Naponi i struje izraženi relacijama 


wlt) = u(t+T) (5.99) 
ig(t+T) (5.100) 


>. 
o 
=> 

+ 
o 


nijesu prosto periodične već složeno periodične veličine. Realni generatori proizvode elektro- 


motorne sile čija funkcija nije prostoperiodična veličina već neka složenoperiodična veličina. 


Slika 5.98: Složenoperiodična funkcija 


Dosadašnja izučavanja prostoperiodičnih struja i prostoperiodičnih napona su od bitne 
važnosti za proučavanje složenoperiodičnih struja i napona, pošto se svaka složenoperiodična 
funkcija može predstaviti redom prostoperiodičnih funkcija čije učestanosti rastu po arit- 
metičkoj progresiji. Francuski fizičar Furije je pokazao da ako neka složenoperiodična vri- 


jednost ima period T 
u(t) = u(t +T) 


da se ona može predstaviti redom oblika 
u(t) = co + cı cos(wt + 01) + ca cos(2wt + 02) + +++ + ck(ikut + 0k) +--> (5.101) 
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gdje je 
a 2T 


T 


učestanost osnovnog harmonika a co je konstantni član. 


W 


cı cos(wt + 61) (5.102) 


Relacija (5.102) predstavlja osnovni (prvi) harmonik i njegov period jednak je periodu date 
složenoperiodične veličine. Za prvim harmonikom slijedi drugi, treći itd. Član kw se naziva 


k-tim harmonikom. Relaciju (5.101) možemo zapisati i na sledeći način 


u(t) = co + X c cos(kwt + 6) (5.103) 


k=1 


Koristeći pravila trigonometrije možemo napisati 


u(t) = co+Aı sin wt+ A2 sin 2wt+- + -+ Ax sin kwt+- + -+B cos wt+ Bə cos 2wt+- + -+Bp cos kwt+- + > 


(5.104) 

ili u sažetom obliku T 
u(t) = co + ) (4; sin kut + By cos kut) (5.105) 

k=1 


Jednačina (5.103) je I oblik a jednačina (5.105) je drugi oblik Furijeovog reda sa prelazima 


D = (DD Ak = — cp sin 6; By = Ck COS Ôk 
Ak 
(II) = (1) Ck = 42+ B? 6, = arctan (-5) 


Da bi funkciju razvili u Furijeov red, ona treba da zadovoljava uslove Dirihlea: da je difer- 
encijabilna, da ima prekide prve vrste i taj skup prekida je konačan i integral je konačan. 


Koeficijenti Furijeovog reda se određuju 


1 to+T 
0 = 7 I u(t)dt (5.106) 
to 
9 to+T 
Ae = 7 | ulo)sinkutat (5.107) 


to 


to+T 
B; = = J u(t) cos kwtdt (5.108) 
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trenutak t, možemo proizvoljno birati. U nekim udžbenicima Furijeov red se predstavlja kao 


Ain eia i 
f(t) = PRSNE PE 
to+T 
An = 7 | FO cosnotdt f(t) = f(t+T) n =0,1,2,.... 
to 
to+T 
Bi. = Z J 10) sinnotd E E N 


to 
Obrasci za određivanje koeficijenata nam pokazuju da je potrebno poznavati vrijednosti funkcije 
za cijelu periodu da bi se mogli odrediti koeficijenti Furijeovog reda. Pri tome funkcija može 
biti definisana i sa više analitičkih izraza. U tom slučaju se integrali rastavljaju i izračunavaju 
odvojeno za svaki interval koji odgovaraju pojedinom analitičkom izrazu. Na primjer, ako je 


w= HO t<t<t | 


data periodična funkcija 


u2(t) ti<t<t+T 


onda je 
ti to+T 


Ák = = fu (t) sin kwtdt + f u2(t) sin kwtdt 
to ti 
Obrasci za razvijanje u Furijeov red mogu se primjeniti i za neperiodične funkcije. U tom 
slučaju dobijeni red predstavljaće funkciju samo u intervalu koji je uzet za određivanje ko- 
eficijenata reda. Za ostale vrijednosti Furijeov red predstavljaće periodičnu funkciju koja 


se poklapa sa neperiodičnom u posmatranom intervalu. Na intervalu [0— T] (slika 5.99.) 


Slika 5.99: Neperiodična funkcija 


možemo datu funkciju predstaviti Furijeovim redom uz koeficijent koji se dobija na tom in- 
tervalu. Dobijeni Furijeov red predstavljaće v(t) na 0 < t < oo , a aproksimiraće u(t) samo u 
[0 — T]. Ovdje je v(t) - složeno periodična, a u(t) - neperiodična funkcija. Furijeov red spada 


u beskonačne redove ali se u praksi uvijek radi sa konačnim brojem članova zavisno od željene 
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tačnosti. Zato konačni Furijeov red približno predstavlja datu složenoperiodičnu funkciju. U 
matematici se pokazuje da je predstavljanje konačnim redom bolje preko Furijeovog reda, nego 


aproksimacija Tajlorovim redom. 


Primjer 1: Odrediti Furijeov red funkcije: 


0 —2<t< -l1 
f(t) = 6 —il<t<+1 
0 +1<t<2 


Pošto je f(t) = f(t + 4) odavde slijedi da je period funkcije T = 4. Osnovni harmonik 


Nm 2T T 
S Ta 
to+T 
2 
da. S 7 f FO cosnustdt, n = 0, 1,2,3, ..... 
ti 
to+T 
2 
by; Z J FO sinnotat n= E 
to 
1 3 
2 2 
o = -[16dt+-[0dt=6 
ši J ta 
21 1 
1 3 
2 2 12 
dn = = ooe AnaS (cos T sn 
4 2 4 2 NT 2 


—1 
1 


2 
ho 1 f Goin tat + 


—1 


AIN 
m ve = 
© 
z 
B 
FE 
> 
S 
ll 
(o) 
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Sada je 
12 t 1 37t 1 ört 
f(t) = 3+ (os os + zovoj) 
122 = (2n—1)rt 1 
t = 3 = —1)" lc 
f(t) uro )"— cos A smi 


Primjer 2: Odrediti Furijeov red funkcije 


It) = t -zm<t<rs 
It+2m) = t T = 27 


Napomena: Testerasta kriva - složenoperiodična 


Slika 5.101: Funkcija f(t) 


Učestanost osnovnog harmonika 


= — = 1 
asi 
1 
üy = 1 [tat = 0 
T 
1 1 a i 
an = —|tcosntdt = ——(cosnt + ntsinnt)| =0 
T nT Ne 
7 1 T _2cosnt 2(—1)"+! 
bi = = ftsinntdt = —_ (sinnt — ntcosnt)| = nA = 
T n?n (= n n 
Furijeov red bi izgledao 
sint sin2t sint 
H =2 = ma 
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Primjer 3: Pokazati da je Fourijeov red funkcije 


4 O<t<1 
fi) = mese 


It+2) =T=2 


PpS 


Slika 5.102: Funkcija f(t) 


jednak: 
_ 16 & sin(2n + 1)rt 
sa 2-1 


f(t) 


Tablica integrala i funkcija 
1. [ tsinbtdt = $ sinbt — + cosbt + C 


2. [tcosbtdt = sz cos bt + t Sinbt +C 


2m/w 
3. f sin(kt+a)dt =0 
0 
2m/w 
4. f cost +a)dt =0 
0 
2m/w 
5. f sin(nvt+a)dt =0; n— cio broj 
0 
2m/w 
6. f cos(nut+a)dt =0; n— cio broj 
0 
2m/w 
7. f sin(nwt+ a) cos(mut +a)dt = 0; n,m — cijeli brojevi 
0 
2m/w 
8. f sin'(vut+ a)dt = Z 
0 


123 
2m/w 


9. f cos(ut+a)dt== 
0 


10. f cos(nwt + a)cos(nwt + B)dt = € cos(a) n,m — cijeli brojevi 
0 => m=n 


2m/w -d 0 min 


11. cos2nr = 1 
12. sin 2nr = 0 
13. cosnz = (—1)" 


14. sinn = 0 


je 2 (—1)"/2, n = parno 
. COSNI = 
Ž 0, n = neparno 


ME (—1)079/2,_ n = neparno 
16. sinn = | 
0, n = parno 
17. e? = 1 
18. e = (—1)" 


oaee | CD, n= pomo 
j(=1)078/2, n = neparno 


5.1 Kompleksni oblik Furijeovog reda 


Ako pođemo od izraza 
u(t) = co + ) 4; sin kwt + XB: cos kwt (5.109) 
k=1 k=1 


i iskoristimo izraze 


ejkwt = em ikot 


in kwt = 
sin kw F 
jkwt —jkwt 
cos kwt = sre 
2 
čijom zamjenom u relaciju (5.109) dobijamo 
hn = e Ikwt ejkwt : e Ikwt 
u(t) =" Cr > —— — Ak + 5 
k=1 
Bk — JAk iki B, JAk jkut 
TETT, Emih, gra (5.110) 


k=1 k=1 
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Ako označimo l , 
_ Bu jAk x _ B+jA 


I a Too 2 


Ako iskoristimo relacije za izračunavanje A, i B; 


to+T to+T 


=. Bp — jAk za 1 ja pa 1 —jkwt 
G = 7 = I u(t) (cos kwt — j sin kwt) dt = 7 I u(t)e dt 
to to 
T totT 
B ] 1 
Š mu = k _ = / u(t)efk“tdt 


to 
Sada je red 
OO OO 
u(t) = c + y go $ e: 
k=1 k=1 
Pošto se članovi cx mogu dobiti iz c, i pošto se i član 


to+T 
može dobiti iz izraza za 


stavljajući k = 0 možemo dobiti kompaktan zapis 
k=-+00 


ui) x ae (5.111) 


k=—o0 


5.2 Veza između složenoperiodične funkcije i koeficije- 


nata njenog Furijeovog reda 


1) Složenoperiodična funkcija je parna ako zadovoljava uslove 
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tada je složenoperiodična funkcija parna. Grafik složenoperiodične funkcije je simetričan u 


odnosu na ordinatnu osu, pa je njen red: 


ut) = 6+ ) 4; sin kwt + ) PB; cos kwt (5.112) 
k=1 k=1 
u(—t) = &-— ) Ar sin kwt + ) B: cos kwt (5.113) 
k=1 k=1 
Iz uslova da je 
u(t) = u(—t) 
vidimo da mora biti 
Az = 0 CE EE, (5.114) 
j 2 
B; = TEO cos kwtdt (5.115) 
0 


2) Ako složenoperiodična funkcija zadovoljava uslov 


Juba) 
Id) = JET) 


onda je složenoperiodična funkcija neparna i grafik je simetričan u odnosu na koordinatni 


početak. Iz izraza za u(t) i u(—t) vidimo da je u(t) = u(—t) pa mora biti 


G= f (5.116) 

B-p. ero (5.117) 
4 T . 

Ak = F f o) sin kordi (5.118) 


0 


3) Ako je negativna polovina ciklusa složenoperiodične funkcije ogledalski lik pozitivne 


polovine ciklusa u odnosu na apscisnu osu, tada složenoperiodična funkcija zadovoljava 


u (e + 5) = —u(t) 


—u(t) = —c, — ) 4. sin kwt — ) PB; cos kwt 


k=1 k=1 


uslov 
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Slika 5.103: 


T 
u (++ 5) = co— A; sinwt + A2 sin 2wt — A3 sin 3wt + +++ 


— Bi cos wt + Bə cos 2wt — Bs cos 3wt + ++. 


Da bi uslov bio zadovoljen treba da su svi članovi jednaki nuli, tj. 


6, = 0 (5.119) 
A = 06 (5.120) 
Bi ET (5.121) 

4 ) 

Anu = SEO sin(2n + 1)wtdt, n=1,2,3 (5.122) 
-3 
4 

Banı = Z / u) cos(2n + 1)wtdt (5.123) 


4. Ako funkcija ispunjava uslov iz 3) i uz to je simetrična u odnosu na koordinatni početak 


tj. neparna, tada njen Furijeov red ima samo neparne članove (sa sinusima) 


u(t) = A; sinwt + A3 sin 3wt + Az sin 5wt + .... 


T 


4 


8 
Anti = zuto sin(2n + 1)wtdt 
0 


4U f. 1. 1. 
u(t) = — sinwt + z sin 3wt + z sin wt +... 
T 
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Slika 5.104: 


Primjer 4: Odrediti kompleksni oblik Furijeovog reda funkcije 
4 O<t<1 
= 
—4 1<t<2 
Učestanost osnovnog harmonika je T = 2 pa oslijedi da je wo = = =T. 


f(t) = D s 


k=—00 


me 1 fetat 


1 


1 0 
1 1 , 1 , 
Ck = TO = 5 | (djeva + 5 | dea 
2 2 2 
s Si 
4 


0 


Go = zpr 17 CD" (5.124) 
0 


1 1 
1 1 1 
Cy = zfroa= fam fadt=0 
—1 0 


-1 
Iz izraza za cą u relaciji (5.124) ako je: 


G=0  k— parno 


a. “ha 
Ck = Fir k — neparno 


Sada je Furijeov red: 


ee] 


8 1 ; 
+) = j(2n—1)rt 
10) 2 Te 


=—00 


Primjer 5: 
1 -Ix=tx 1 
t) = 
f) i u 


Imamo da je 


NO dl 
ea 2 


Kada se sve izračuna dobijamo: 


1. 1 8) sin(kZ) re 
t = — — J 2 
Pije} A R 
ovo ima smisla za 
KAO 


5.3 Funkcija odabiranja 
Funkcija odabiranja se definiše kao 


Sa(x) = ®© za xr#0 
Sa(0)=1 za xz=0 


Kao varijantu ove funkcije imamo funkciju "sinc" koja se definiše kao 


sin Ta 
SsincT = = Sal(rr) 
Ta 


Sada za primjer 5. imamo 


2 2 
k=—00 
Primjer 6. 
ô ô 
Goe ije i 
2 2 
It+T) = f(t) tj T je period 


Ovo je uopštavanje primjera 6. Tada je 


= Ô. j2krt 
(= 2 DDEL D)E 


k=—o00 
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gdje je 6&—proizvoljan cijeli broj a T — proizvoljni period. 


Primjer 7. Ako je funkcija f(t) parna funkcija koeficijent c, je jednak 


T 
z 
2 
G= 1/10 cos kwotdt 
0 


Ako je funkcija f(t) neparna funkcija koeficijent c, je jednak 


9 2 
o = 1/10 sin kwotdt 
0 


Ovo se lako dokazuje polazeći od opštih relacija za koeficijente. Ako imamo dvije funkcije: 
f(t) i njen Furijeov red fi(t) = Ð a,“ i funkciju f2(t) i njen Fourijeov red f2(t) = 


OO 
X. 0,6“ sa zajedničkom wo = Ž : 


m=—oo 


Teorema 1: Ako su date dvije funkcije fı i f2 sa gore navedenim osobinama kada je 


n=—oo 


bj če | 
z ht-rilnjdr= X abe“ 


Ovo je teorema o konvoluciji Furijeovih redova. 


Teorema 2: 


a 
2 CO 
1 —jnwot 
FJ AORO d= S anban 
-i je re 
2 
Pi 
Dokaz teoreme 1: Polazeći od relacije = f fi(t — T)fa(r)dr u koju uvrstimo Fourijeov red 
IT 
-7 
funkcije fı (t) ali za t — r dobijamo: 
T T 
1 2 1 2 oo 
FJ AL DA(Ddr = 5] X) ae" Dp(ndr = 
T TG GX 
-3 -3 


ee] 


pijeti = F aba 


n=—oo 


(se) 
; 1 
n jnwot 
= ) Ape = 
LN T 


n=—oo 


~ hks 


|N 
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Dokaz teoreme 2: Polazeći od proizvoda 


AOR = S apet > bjela u S = above 


k=—o00 m=—ook=—00 


= S ( S maba goa (5.125) 


m=- \k=—o00 


gdj jem + k = n. Iz relacije (5.125) slijedi neposredan dokaz teoreme 2. 


Posledice: Kao posljedice ove dvije teoreme imamo dvije teoreme sa specifičnom prim- 
jenom. 


Teorema Parsevala: 


1 3 = 
FJ EOROE= X anb (5.126) 


U relaciji (5.126) funkcije fı(t) i f(t) mogu da imaju svoj imaginarni i realni dio. Dokaz 
je direktna posljedica teoreme 2 ako stavimo b*,, in = 0 dobijamo da je bř, = b_,,, dok su 
koeficijenti jednaki 


Teorema Releja: Ako je 


tada je 


n=— oo 


3 
TE fe Pa= S" lag 
T an 
n 


Ova se teorema još naziva i Energy-teorema. Ova teorema povezuje f |t| sa koeficijentima 
kompleksnog Furijeovog reda. 


Dokaz: Ako u Parservalovu relaciju stavimo da je At) = ft) = f(t). 


Do relacija iz ovih teorema moguće je doći polazeći od Furijeovih redova ovih funkcija. 
Polazeći od Furijeovih redova funkcija 


f(t) = Aae + X An cos (nwot + n) 


n=1 
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g(t) = Ba + S Da cos (mwaot + Om) 


m=1 
i ako formiramo integral proizvoda 
T T EF T 
1 1 nBae 
TELO = F | baBudt + 5e | cos(nwot + £,,)dt + 
0 0 n=l 0 
=0 na intervalu 0—T' 
2 A.B / 
sje de = | cos (mwot + 0m) dt + 
m=1 


0 


=0 na intervalu OT 


T 
+33. 7 | cos (muot + On) cost + 6) 


n=i1m=1 0 


Koristeći tablicu integrala koji se najčešće koriste dobijamo 


T T 
1 0 zanm 
TETON = foo (mwot + Om) cos(nwot + Pn)dt =>>- reos(0m+6,) SS 
0 0 Wi 
Tada je 
i < An B 
1 n n 
TEON = AdeBae + 2 cos($,, — On) 
0 PE 
jer je n = m. Ako ovim funkcijama damo fizički smisao 
f(t) = ut) 
gt) = ilt) 
Ade = Uae — jednosmjerni napon 
Ba = la. — jednosmjerna struja 
An = Un 


Bu = -dn 
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tada je po definiciji srednja snaga: 


n=1 


T 
1 Vala 
P= FTE = Vilac + 5 cos($,, — On) 
0 


P = WEDA 


Ako je f(t) = g(t), tada važe jednakosti: Aq = Bac, An = Bn i 6,, = 0, pa dobijamo 


SA 
NGC P(t t)dt = A, + ŠI 


što predstavlja Parsevalovu jednačinu. Ako je fizički smisao f(t) = i(t) (slika 5.105) 


i(t) 


Slika 5.105: 


tada Parsevalova jednačina ima oblik 
1 2( 
— t)dt = Iac =o 5.127 
T few : a 2 2 (pda 
0 += 


Relacija (5.127) predstavlja energiju koja se izdvaja u otporniku R = 10 za vrijeme jednog 


perioda T'. Snaga koja se izdvaja u otporniku R = 10 


P= 7fP(a= pai (5.128) 


a ovo je Parsevalova teorema (Relejeva teorema). Ovdje f(t) može biti 


ro = uo= Lo 


i(t) = FOR 


= 

=> 

+ 

o 
U 


gdje je R = 10. 
II način do Parsevalove teoreme: 
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Ako je Furijeov red red funkcije f(t) jednak 


ije ženi 


tada je 


pije 37 X Gego? (5.129) 


n=—oom=—oo 


Ako relaciju (5.129) uvrstimo u relaciju (5.128) dobijamo 


T T 


T 
1 i g K ; l RE 1/. l 
P = ERO = z X X čić ever e dt = O 3 diči PO OOOM 
0 


0 n=—oom=— oo n=—ocom=—oo 


o 


Ako nim imaju vrijednosti n, m = 0, +1, +2, +8, + ++ onda je integral 
T 
Jonesa = 0 
0 


Ako jem = —n tada imamo 


T 
1 ; i 
> elnwote—INWwot dqt = 1 
J 

0 


Samo ako je m = —n tada je ovaj integral jednak jedinici i u tom slučaju je 


Cm =, 
a to je 
Cn Cn = G, 
I na kraju dobijamo 
T 
1 OO OO 
De) lj) ed X) bd 
0 n=—o00 n=—00 


Time smo dokazali Parsevalovu jednakost na drugi način. 


5.4 Analiza kola sa složenoperiodičnim strujama 


5.4.1 Efektivna vrijednost složenoperiodičnih veličina 


Efektina vrijednost složenoperiodičnih struja definiše se na isti način kao i efektivna vrijednost 


prostoperiodičnih struja. Ona je jednaka onoj stalnoj struji koja za vrijeme periode razvije 
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onu količinu toplote u otporniku otpornosti R kao i složenoperiodična struja, tj. 


T 
RPT=R / i? (t)dt (5.130) 
0 


I=1;= (5.131) 


U slučaju prostoperiodičnih velčičina i(t) = Im cos(wt + 1) efektivna vrijednost struje je bila 
lef = E. Za složenoperiodične struje imamo da uspostavimo vezu između te struje i efektivne 


vrijednosti pojedinih harmonika 
i(t) = dao papa: 


gdje je 
i) = V2I® cos(kwt + 10%) 


struja k— og harmonika. Sada imamo da je 


[ee] 2 [eo] [eo] 
i(t) = (S) DOED (5.132) 
k=0 k=0 k,l=0 
kz 


Relaciju (5.132) razbijamo na dva beskonačna člana, pa ovo uvrstimo u relaciju (5.131) koja 


predstavlja efektivnu vrijednost struje 


T T 

1 1 

2 _ +2 adi 
I = feou F 
0 0 


k=0 k=0 k,I=0 
kÆl 
1 1 
= a / (i)? at + M Zp TO I cos(kwt + Y™®)cos(lwt + 49) (5.133) 
k=0 — k,i=0 0 
kl 


zbog ortogonalnosti sistema =0 


Posmatrajući relaciju (5.133) imamo da je 


P= 3 (00) (5.134) 


1540 (PO) euU PE BO) 4... (5.135) 
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Na isti način za napone 


U = UO} PU A EU e (5.136) 


Složenoperiodične struje su realnost u inžinjerskoj praksi. Da bi se karakterisala izobličenost 


složenoperiodičnih struja u odnosu na prostoperiodične, uvode se faktori poređenja kao npr. 


1) Količnik između maksimalne i efektivne vrijednosti 
Kada 
Te; I 

za prostoperiodične 


Ki=v2 


Ako K; odstupa od v2 to je složenoperiodična struja. 


2) Količnik između kvadratnog korjena, zbira kvadrata efektivnih vrijednosti pojedinih har- 


monika bez osnovnog i efektivne struje 


ovaj faktor se naziva kao "klir" (eng. clear) faktor. Za prostoperiodične struje Ko = 0 


i ako Kə odstupa od nule, u pitanju je složenoperiodična struja. 


3) Treći faktor poređenja je ekvivalentna sinusoida. To je prostoperiodična kriva linija koja 


ima isti period i istu elementarnu vrijednost kao posmatrana složenoperiodična struja. 


Imamo još faktora poređenja, zavisno od discipline teorije električnih kola. 
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5.4.2 Analiza električnih kola sa složenoperiodičnim strujama i napon- 


ima 


Posmatramo kolo kao na slici 5.106. Zadato je R, L, C i složenoperiodična eksitacija e(t). Traži 
se složenoperiodična struja i(t) u stacionarnom stanju (ustaljeni režim). Složenoperiodična 


eksitacija je jednaka 


e(t) 


Slika 5.106: 


elt) =e Hep... ep... 


gdje je e = V2EĆ cos(kwt + 0%) k— ti harmonik složenoperiodične eksitacije a wo = 
2m/T učestanost osnovnog harmonika. Ovo je matematički zapis Furijeovog reda, a mi ovu 
složenoperiodičnu eksitaciju možemo u električnom smislu, posmatrati kao rednu vezu beskon- 


ačnog broja elektromotornih sila prostoperiodične eksitacije 
e zak=0,1,2,... 
Po principu superpozicije: 
i(t) zva O AAE 


gdje je 
i) = V21® cos(kwt +4) 


k) 


pošto su į) prostoperiodične veličine za njih možemo da primjenimo kompleksne predstavnike 


i da iz vremenskog, pređemo u kompleksni domen. 


e) ==> EP = gp) zg 
id) ==> IO = 10 ZO 
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Po kompleksnoj metodi 


POE E 
pan? 
I) = EF) e?r E® j(66)—y(9) 


Zein zu“ 


U slučaju prostog električnog kola kao na slici 5.106. 


1 
ZV = R+jlkvL—- — 
4 E RS e 


1N? 

ze = a(z®) = EN E 2 

mod | Z + | kw ra 

kwL — 4 

p” = argmod (ZE) = arctan — 2 

Tada je 
E 

I = Fo. (5.137) 
y= TEG (5.138) 


Odredili smo moduo i početnu fazu struje k— tog harmonika, čime smo odredili tražena stanja. 


Pošto u kolu postoji kondenzator C to je Z = œo a na osnovu relacije (5.137) I% = 0 pa je 
i(t) = )_ Var“ cos (kwot + pe) 
k=1 


Ovaj princip važi i za svako linearno složeno električno kolo pa se primjenom Furijeovog reda 
i principa superpozicije analiza električnih kola sa složenoperiodičnim veličinama svodi na 
analizu električnih kola sa prostoperiodičnim veličinama, na koje primjenjujemo kompleksni 
metod. Jednačine se pišu za k— ti harmonik vodeći računa o tome da ne zaboravimo vrijednost 
k. Tako na k— ti harmonik možemo primjeniti sve teoreme i principe: metod napona čvorova, 
konturnih struja, principa linearnosti, itd. Napomena: Ne smije se napraviti greška da se 
sabiraju kompleksni predstavnici za različite harmonike, pošto su to kompleksni predstavnici 
harmonika različitih učestanosti. Dakle, prvo se sve izračuna za k— ti harmonik pa se zatim 


pređe na vremenski domen 
OO 


U ESEJ 


k=1 
Zaključak: Složenoperiodične veličine se mogu sabirati samo u vremenskom domenu po har- 


MONICIMA. 
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5.4.3 Snage u kolu složenoperiodičnih veličina 


Ako imamo pasivno kolo proizvoljne topologije kao na slici 5.107. 


i(t) 


S + 
E 
7 


Slika 5.107: Pasivno kolo proizvoljne topologije 


ut)=u9 +u pp... pu ee. 


ilt) = i HIP. pi. 


Trenutna snaga se definiše kao 


Pošto je 


tada je trenutna snaga 


pj=xnu SVE) (5.139) 


k k 


Srednja (aktivna) snaga se definiše kao 


P= 


slk 


| pid 


Izrazimo aktivnu snagu preko aktivnih snaga pojednih harmonika. Polazeći od izraza (5.139) 


imamo 


pit) = 9 UP (5) 94% (6) = lu) (i (6) + Ju 0) 6) 


kz 
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Sada je 

T T 

1 1 

P= | p(t)dt = a J Su) (2) 1) E) +) u(t) o dt = 

0 o Lk kil 
T T T i T 

1 1 1 

= 5 f (e i | dt + zJ (eo) d=) 7 f u®idt +) F u®iOdt 

0 k o \ kl k 0 kl “o 


T 
1 
= XA + T 2 [ura COS (kwot + 0) COS (kwot + 4) 
k 


k,l 


Izraz za aktivnu snagu je (uključujući i nulti harmonik) jednak 


P.=-\ PX (5.140) 
k 


Pošto je PW = UP) TR) cos% onda slijedi 


PEY PRSY UVIH cos p 9 (5.141) 
Analogno kao za aktivne snage, definiše se reaktivna snaga 
O = y ON = UI sin g% 
k k 
Kompleksna snaga k— tog harmonika definiše se kao 


96) = u) ( 16) 


pa je 
P® = Re (56) = UI cos o) 


(k) — (k) U — UI gin o) 
Q Im; S U\Y DO sing 


Napomena 1: Postoji kompleksna snaga k— tog harmonika ali ne postoji kompleksna snaga 
električnog kola složenoperiodične struje i složenoperiodičnih napona, jer ne postoje kom- 
pleksni predstavnici složenoperiodičnih struja i složenoperiodičnih napona, već samo njihovih 
harmonika, tj. ne važi S = UT" već je S £ UI“. Ali pošto postoje efektivne vrijednosti 


složenoperiodičnih struja i napona, prividna snaga se definiše 


S=Uf= u (O ST vm) 
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Napomena 2: Još nije definisan pojam reaktivne snage u naučnoj i stručnoj javnosti, jer je 
definicija 


Q= >0% = PRVI sin p( 
k k 


prenesena iz prostoperiodičnih veličina. Šta je reaktivna snaga i kako se definiše, nema odgov- 


ora. Za prostoperiodične vrijednosti važi ralacija (trougao snaga) 


2 = PQ? 


Ova relacija ne važi za složenoperiodične snage već se mora koristiti sledeća relacija 


E =P+R +D (5.142) 


gdje je D - snaga izobličenja koja je posljedica međusobnog uticaja napona i struja različitih 
harmonika. 
D=; -P-Q 


Izrazimo snagu izobličenja D preko efektivnih vrijednosti napona i struja harmonika napona 


i struja. Polazeći od definicije snage (prividne) 


S = (VAPE (TA) = 37 (VOYE Y (cos? pl") + sin? p®) 


k k k k 


Jednakost (cos? y® + sin? PP) = 1 nam omogućava da odredimo faznu razliku y napona i 


struje k— og harmonika. Dalje je 


92 = y (UN)? y ( 1%)“ cos? pl") + y (U) x (TO) sin? p(9) (5.143) 
k 


k k k 


Koristeći Lagranžeov identitet 


oo oo oo 2 oo 
NG Sk = (at) + x (ab; Fi abr) 
k=0 k=0 k=0 


k=0,1=0 
kl 
Tada je 
= 2 
DOSE ot S JE 
k k k 
GE ` (UIO cos y® — UD TR) cos PP)" (5.144) 
k=0,1=0 
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oð 2 
FUE (16) sin? ph) = Sorana) + 
k k k 
+ XO (U®I® sing” — UOTE sin 9)" (5.145) 
k=0,l=0 
kl 


Kada relacije (5.144) 1 (5.145) zamijenimo u relaciju (5.143) dobijamo 


BE 2 


2 
k 


$ UT) sin pl" 
k 


$ = u 


+ pa [UI cos O) — UVIW cos pi)" + 
k=0,1=0 
ki 


+ (UBIO sin PO — UOIE sin pć9) i (5.146) 


Upoređujući relacije (5.142) i (5.146) i imajući u vidu definicije aktivne i reaktivne snage 


imamo 
D=- 5 {U IO cos pl) — UOIĆ) cos pl)? + [UIO sin pO — UOI® sin pop) 
k=0,1=0 
kl 


Ako razvijemo kvadrat binoma uz korišćenje trigonometrijskih identiteta imamo 


x (U)? (TV)? + (UOP (TH)? — 2UVUOI® IO cos (pl) — PD) 
k=0,1=0 
kÆl 


(5.147) 


Usljed dejstva viših harmonika kriva struje je izobličena u odnosu na krivu napona i zato se 
javlja snaga izobličenja. 


Primjer 8: U kolu prikazanom na slici 5.108. djeluje napon v(t) oblika 
AV, O0O<t<1s 
v(t) = 
OV, Igteds 


Odrediti struju i(t) =? 
Rješenje: 
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1 
Slika 5.108: 
Ako napon prikažemo u obliku Furijeovog reda 
v(t) = 5 + > (a, cos (nwot) + bn sin (nwot)) = z + ža cos (nwot + @n) 


U našem slučaju se dobija, po formulama za koeficijente Furijeovog reda 


a o] 
4 nr 
dn = — sin — 
NT 2 
4 
bn = — (1 — cos) 
NT 
Tada je 
2 2 
4 4 
An = ZTR = (47) +(Z(1-=2)) = 22 (1-2) = 
n 2 NT NT 
8. n 
= — sin — 
NT 2 
bn E (1 — cos 2 
d, = —arctan — = pa) =. 
dn nz SIN 7 4 


Sada je Furijeov red napona 


v(t) =1+ >A, COS (ZF + dn) V 


n=1 


Impendansa za n— ti harmonik je 


2 4 
z™ = (2 — im) Q = —VNn27? + 16 Z — arctan — O 
nT nT 


NT 


Sada je struja 


ee] 


; A 
i(t) = TO a >| 


m Cos (nwet + — pio) A 
n=1 VA 


Pošto u kolu postoji kondenzator to je Z® = oo što čini da je član 


pa je 

= sin Z nrt nT 4 
i(t) = DD Lcos ( — — +arctan 2) A 
A V16 + ni? 2 4 NT 
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MREŽE SA DVA PARA KRAJEVA 


6.1 Uvod 


Za mreže sa dva para krajeva koriste se i nazivi: mreže sa dva pristupa, četveropoli, četvorokra- 
jnici, mreže sa dva ulaza i sl. Električna kola, odnosno mreže možemo podijeliti po više osnova: 


Prema broju krajeva, odnosno pristupa mreže dijelimo na: 


e mreže sa jednim pristupom (svaki element R, L ili C može se posmatrati kao mreža sa 


jednim pristupom) 


PROIZVOLJNA 
KOMBINACIJA 


R,L,C, m 


Slika 6.109: Mreža sa jednim pristupom 


Svakom pristupu dodjeljuje se par veličina (napon i struja) i mreža se definiše ulaznom 


admitansom ili impedansom 


ISIS INIS 


>—ul 


e mreže sa dva para krajeva ili sa dva pristupa 


e mreže sa n-pristupa ili n - pari krajeva, gdje je n - proizvoljni cio broj 


144 


145 


1 h L 2 
+9 Ø+ 
PROIZVOLJNA 
U, KOMBINACIJA U, 
R, LC, m 


Slika 6.110: Mreža sa dva pristupa 


Koncentrisaćemo se na mreže sa dva para krajeva. Svakom paru dodjeljuje se napon 
i struja sa referentno označenim smjerovima. Za potrebe elektronike češći je slučaj da je 
struja I> suprotnog smjera od nacrtanog na slici tj. smjera — 12. Posmatraćemo proizvoljnu 
kombinaciju R, L, C, m i to kao nelinearne stacionarne elemente, vremenski nepromjenjive 
u ustaljenom režimu. Pojam: pristup: Mreža sa okolinom ili sa drugim kolima, može 
razmjenjivati energiju preko magnetskog polja između elementa mreže 1 spoljašnjeg elementa 
van mreže. Obično se za jedan kraj mreže priključi izvor električne energije (tj. pobude ili 
signala), a za drugi, neki prijemnik pa mreža služi da prenese energiju (signal) od izvora do 


prijemnika. 


PROIZVOLJNA 
KOMBINACIJA 


R, L, C, m 


Slika 6.111: 


Mnogi elementi u savremenoj elektronici su mreže sa dva para krajeva i modeli mnogih 


uređaja. Do sada su idealni transformator i kontrolni izvor bili mreže sa dva para krajeva. 


6.2 Jednačine i parametri mreža sa dva para krajeva 


Pod jednačinama mreža sa dva pristupa podrazumijevaju se jednačine koje povezuju napone i 
struje na njenim pristupima [povezuju (U1 i 4) i (U2 i 12)|. U zavisnosti od toga na koji način 
ćemo izraziti napone i struje na pristupima, imamo 6 vrsta jednačina, pa prema tome i 6 vrsta 
parametara, mreža sa dva para krajeva. Za slučaj mreža koje posmatramo (u ustaljenom 


režimu) te jednačine biće linearne i kompleksne. Parametri mreže biće tada kompleksne veličine 
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sa ili bez fizičkih vrijednosti. Od 4 veličine U, I4, U% i 1,) treba izraziti dvije pa je ($) = 6 


parametara. Tih 6 vrsta parametara i 6 sistema jednačina su: 


1. “a” sistem jednačina 


u CG 
= = 
OI 
ao 
> = 
[S IS 
NE zlo 
nom 
N N 
— x 


1 L pa 2 
+ + 
U U, 
— J 
Slika 6.112: 


Taj “a” sistem jednačina za smjerove struja prikazanih na slici 6.112 bi izgledao: 


Ui = Us + aido (6.148) 
I = 491 U, + 09919 (6.149) 
ili u matričnom obliku: 
U U 
SATI 42 411 412 Va (6.150) 
L Q21 Q22 L 


U energetici, ovi parametri a;; se označavaju A, B,C, D. Jednačine (6.148), (6.149) i (6.150) 


se nazivaju “a” sistem jednačina mreža sa dva para krajeva (zato što su parametri u oznaci 


aij), gdje je “a” matrica: 


Q21 Q22 


a= | na | (6.151) 


66,27 


a 011, 412, 021, 422 - SU "a" parametri. 


2. “b” sistem jednačina sa “b” parametrima je inverzan “a” sistemu. Dobija se, kada je: 


U, = fiU, L) 
L 


| 
eu 
> 
CG 

= 
~ 

jE 
Nr 


za referentne smjerove na slici 6.112. 


U, = buli E biodi 
lo =bU, + bl, 


ili u matričnom obliku 


gdje je "6" matrica 


b = bu bo 
` boy bog 


(19e) 


a bi, 612, ba, bo2 - su “b” parametri. Sistemi "a" i “b” su inverzni 


b = a! 
a = b! 
Ova inverzija je moguća ako je 
det(a) 


wo OG 
o o 


tj, da su obje matrice nesingularne. 
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3. “z” sistemi jednačina i “z” parametri 


U, == fil L) 
U, = b(L, 12) 


Sistem “z” bi izgledao (za smjerove h I>) 


U, = Zuli + zp(-Lo) 
U, = žali + zaa(— 1) 


ili u matričnom obliku 
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(6.152) 
(6.153) 


(6.154) 


(6.155) 


(6.156) 
(6.157) 


148 
— | Zu 22 ||: (6.158) 
2213, 3428 L 


_ | 1 212 
FA = 
= Ž21 229 


a 211, 212, 221, 222 - SU “z” parametri. 


44,79 


gdje je “z” matrica 


66, ,27 


4. “y” sistem jednačina i “y” parametri 


L = fi(U,, U) 
L = f2(U,, U3) 


Sistem za nacrtane smjerove je 


li = "+0 (6.159) 
—ly = YU + 9,,% (6.160) 


ili u matričnom obliku 


L = 41 415 U, (6.161) 
-L 451 Ya U, 
gdje je “y” matrica 
U, U 
y=|*u a? | 
si Ya Ya 
a U11, V12, Y21, Y22 - SU “yY” parametri. Vidi se da je 
z =y" (6.162) 
y = z (6.163) 


66,,99 2 46,29 


tj. matrice“y" i “z” sistema jednačina su mjerene uz uslov 
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44,97 66, ,27 


Može se desiti da postoje “z” ali da ne postoje “y? parametri i obratno kada uslov inverzije 


nije ispunjen i nema inverzije. 


66,27 


5. “g” parametri i “g” sistem jednačina 


U, = f2(U,,12) 


44,27 


Sistem “g” parametara je oblika 


L = 9,,U, as 9,,(—12) (6.164) 
U, = JUa A 9.9(—12) (6.165) 
ili u matričnom obliku 
d, I D || U (6.166) 
u, Ja 995 = 
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gdje je “g” matrica 


~w 


44,27 


a 411, 912, 921, 922 - SU “g” parametri. 


6. “h” parametri i “h” sistem jednačina 


U, = fill, Uo) 
L = fell, Uo) 


sistem “h” parametara je oblika 


U, = hal, + hU» 
—l = hal, +hoU 


ili u matričnom obliku 


gdje je “h” matrica 


h= g' 
g = h` 
tj. matrice “h” i pg sistema jednačina su mjerene uz uslov 
det(g) # 0 
det(h) # 0 


parametri se dijele na: 


e homogene 


e hibridne 
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(6.167) 
(6.168) 


(6.169) 


(6.170) 
(6.171) 


Dakle, imamo a, b, Z, h, 9, Y matrice. U svakoj jednačini imamo dva parametra što je 


uslovljeno time a jeu pitanju mreža sa dva para krajeva. U pogledu fizičke dimenzionalnosti 


U homogene spadaju z iy parametri jer su u pogledu fizičke dimenzionalnosti svi oni 


veličine Uj 1 Ii pa je 


ayı - čist kompleksan broj (bez dimenzije) 


412 - priroda otpornosti 


homogeni. Parametar z ima prirodu otpornosti (impendanse) a sva četiri y - parametra imaju 
prirodu provodnosti (admitanse). U hibridne parametre spadaju a, b, gi h parametri, jer su u 


pogledu fizičkih dimenzija različite prirode. Na primjer, parametri a11 i d12 vežu dvije različite 
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421 - priroda provodnosti 

a22 - čist kompleksan broj (bez dimenzije) 

Slično je i za b, gi h parametre. Neki od njih su bez dimenzije, neki imaju prirodu 
imendanse, a neki prirodu admitanse. Svih ovih 6 vrsta parametara (a, b, h, g, z, y) se 
nazivaju primarni parametri mreža sa dva pristupa. Nabrojani parametri zavise od same 
mreže sa dva para krajeva bez obzira šta je na njenim pristupima priključeno, tj. zavise samo 
od konfiguracije odnosno topologije mreže (elemenata mreže R, L, C, m), a ne zavise ni od 
jednog parametra spoljašnje mreže. Parametri mreže (a, b, h, g, zili y) se mogu odrediti 
analitički ili eksperimentalno. Ako je zadata mreža i date vrijednosti elemenata (R, L, C, 
m), mreže tada se iz jednačina sistema mogu odrediti parametri. Na primjer, kada je mreža 


na drugom pristupu otvorena za “a? imamo: 


U, 

By <= S 
Ulo 
L 

đ =. FF 
U, 1.=0 


a ako je mreža na pristupu (2-2 “) kratko spojena imamo 


U, 
do = T. 
2 |U,=0 
L 
49 = T. 
29 U,=0 


Ove relacije mogu se koristiti i u analitičkom pristupu i u eksperimentalnom pristupu. Ako 
nije poznata topologija kola tada se parametri određuju eksperimentalno. Na primjer za “z” 


parametre imamo: 


U, 

žu = TE 
41 1L=0 
U, 

22 TOJ 
avlije 
U, 

221 = T 
21 lL=0 
U, 

22 = IT 
t2 |7 = 


Postoji i veza između pojedinih vrsta parametara tj. neke mreže mogu imati sve vrste param- 


etara ili ne moraju imati sve vrste odnosno mogu imati samo neke parametre. 


Primjer 1: Imamo “a” parametre i treba da odredimo "2" parametre 
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Rješenje: Sistem jednačina koje određuju "a" parametre je: 


U, = a,,V5 + 41919 (6.172) 
L = a91Uo + 49919 (6.173) 


66,27 


Treba najkraćim putem preći iz “a? u “z” parametre. Iz (6.173) 
aU = Í; — a221; = I, + a22(—12) 


“z” - jednačina je: 
ra hoki) (6.174) 
gdje su “z” parametri 


bo- 
Za 1 Zn 
421 


Ako zamijenimo (6.174) u (6.172) dobijemo 


1 a 
U = u|—L+2(-L)| +a 
491 Q21 


411 499 
= =L] +a (L) + al 
Q21 421 
411 411492 — 491412 
= l+ (—12) 
451 451 
Dakle dobili smo 
= _ ûn 
Žao = 7 
421 
_ Qul — liQ _ det(a) 
Z2 = = 


491 Q21 


66299 6699 


Uslov za prelaz iz "a" na “z” kao što vidimo je da je a9, £ 0 što znači da je dominan- 
tan parametar a». Za mreže sa koncentrisanim parametrima, pasivnim elementima u ustal- 
jenom režimu, vremenski nepromjenjivim i linearnim elementima, postavlja se pitanje koji su 
parametri nezavisni. Odgovor je: od 4 parametra po vrsti parametara, samo su 3 nezavisna, 
a četvrti je jednoznačno određen sa preostala 3. Zavisnosti su: 
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za “a” parametre: det(a) = 1 


za “b” parametre: det(b) = 1 


za “z” parametre: 2,9 = 291 


66, ,22 


za “y” parametre: Yio = Yz 
za “h” parametre: his = —hoj 


44,29 


za g parametre: g. = —94, 
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Pošto su ovi parametri međusobno vezani relacijama dovoljno je dokazati jednu od ovih 
zavisnosti, pa iz veza među vrstama parametara može se izvesti dokaz i za ostale tvrdnje. Ove 
relacije su direktna posljedica principa uzajamnosti ili reciprociteta, tj. ove relacije su uslovi 
uzajamnosti mreža sa dva pristupa. 


Dokaz: 


€, ,22 


Izvešćemo dokaz za “y? parametre posmatrjući sliku 6.113. 


1 4 L 


IS — 50 


U 2 


Slika 6.113: 


Eksperiment: Priključimo U, na pristupe (1-1) i kratko spojimo pristupe (2-2*). Polazeći 


od “y” sistema jednačina 


lL = YU + Uo 
-l = YU + 95,7, 


i uvrštavajući vrijdnost napona U, = 0 (slika 6.113.) dobijamo 


l = uu 
=L = ll 


Sa slike 6.113. je očigledno da je U, = U, što daje 


= 44, 


-l = YU 
Primjenjujući princip uzajamnosti, dobijamo sliku 6.114. (mjesto gdje je bio generator zami- 
jenimo njegovom impendansom odnosno kratkom vezom jer je Z, = 0) 


66, ,22 


Sistem “y” parametara u ovom slučaju je oblika 
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Slika 6.114: 


1 = y Uit yU 
-ly = SU t YUz 


66, ,27 


Parametri “y” su ostali isti jer primarni parametri zavise samo od mreže, a ona je ostala ista. 


Ovdje je U, = 0 pa je 


L = U 

Pošto je U; = U, slijedi da je 
L = u 
=h = u 


Struje u odnosu na generator moraju imati isti smjer (po principu uzajamnosti). Dakle, po 


principu uzajamnosti mora biti 


Pesi 
-Y Va 9,57, 
odakle slijedi da je 
Yio 451 


čime je dokaz završen. U pogledu napona i struja na pristupima, mreža sa dva para krajeva 


je potpuno određena sa svoja tri nezavisna parametra. 
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6.3 Ulazne impedanse otvorene i kratko spojene mreže 


Ukoliko su krajevi 2-2" otvoreni, po definiciji je (slika 6.115.) 


Slika 6.115: 
U 
= 
41 [z= 
U 
Žki in T 
>1 [U,=0 


Ako ovo izrazimo preko “a” parametara 


a1V5 + 4212 
aoU + a21 l9 


£01 — 


Ako ovo izrazimo preko “z” parametara 
P p 


U, = zad + zo(-L) 


Za Í, = 0 
2,41 
Za = SZ) 
4 = Z 
= _ 
Žo 521 = (6.175) 
Q21 


Za impendansu kratko spojene mreže preko "a" parametara 


U 
L 


_ _ au + aodo Q192 


u,=0 dalo + 424 421 


i preko “z” - parametara 


E Zul e 
41 
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(6.176) 


a 
Zum 412 
451 


To znači da mrežu sa slike 6.115. možemo zamijeniti sa sledećom slikom 


Slika 6.116: 


Na sličan način definišu se impendanse sa pristupa (2-2') 


Slika 6.117: 


Po definiciji: impendansa otvorene mreže na pristupu (1-1') sa strane pristupa (2-2') jed- 


naka je 


a impendansa kratko spojene mreže na (1-1') sa strane (2-2') 
U» 


Ziy = 
MO, 


U, =0 


Izražavajući predhodne relacije preko “b” - parametara dobijamo 
bi, 


Z = biU: — biodi 
TA (baU; + baL) 


li=0 


Ako hoćemo da relacije izrazimo preko “a” - parametara koristimo vezu 


Dakle 
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Preko “z” - parametara 


Za impendansu 


tj. 


bi = a» 
bo = -4 
bu = a, 
bo = du 
z = bn — po 
2027 b = 
921 421 
U, = žali — 222(—12) lz,=0 = —2i2do 
21215 
Žo = e L 222 
—i2 
b a 
u — 422 — 
Žo = -5 mi 22 
21 421 
U, bU; + biodi je bio 


E —L U,=0 = —(bnU, + bol) U, =0 boo 


a 
Zp = -7# = 2 (6.177) 
7 bo do 


Ove 4 impendanse (Zg, Z92, ki; Za) takođe spadaju u primarne parametre jer su jednoz- 


načno određene ako su poznati primarni parametri. Između ovih impendansi postoje odnosi 


Dakle postoji veza 


Za a _ 411422 
=== 
Zr A 412421 
222 
Žao _ di 411429 
===> 
Zk an 412421 
Zo = Za 
= = — (6.178) 
Zk Zk 


odakle zaključujemo da su tri impendanse nezavisne, a četvrta je zavisna. Zaključak: Linearna 


pasivna, recipročna mreža sa dva pristupa, potpuno je u pogledu napona i struja na pristupima 


određena sa tri svoje impendanse otvorene i kratko spojene mreže (bilo koje tri od Zg, o2; 


Za; Zi). Sada imamo 7 vrsta primarnih parametara (a, b, h, g, z, y_i impendanse Zo, 


Zo2, Zk Zk). 
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6.4 Simetrične mreže sa dva pristupa 


Definicija: Ako postoji osa OO’ koja ne prolazi između istoimenih krajeva (tj. ne prolazi 
između 1-1 i 2-2) u odnosu na koju je raspored impendansi simetričan, mreža se naziva 
simetričnom. tj. ako je jedna polovina ogledalska slika druge polovine kao što to pokazuje 
slika 6.118. 


Slika 6.118: Simetrična mreža sa dva pristupa 


Očigledno je da za simetričnu mrežu važi 


Za = Žo =% (6.179) 
Zka = Zk = i (6.180) 


Uslov simetrije je izražen relacijama (6.179) i (6.180) koje dalje daju: 


Za = Žo% => A = 49 


Za = Zk => Qy =Q 


66299 


Uslov simetrije preko "a" parametara jednostavno se izražava kao 


411 = 422 
Uslov simetrije preko svih parametara je 
411 = 42 
bi = bo 
Ži “= 222 
Su 7 Y» 
det(h) = 1 
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Princip uzajamnosti nameće vezu između tri parametra, a uslov simetrije nameće da su do- 
voljna samo dva nezavisna parametra. Zaključak: Simetrična mreža u pogledu napona i 
struje na svojim pristupima potpuno je određena sa svoja dva nezavisna parametra. Dakle, 


proizvoljna mreža sa tri, a simetrična sa dva nezavisna parametra, je potpuno određena. 


6.5 Sekundarni parametri mreža sa dva pristupa 


Mreža je zadata sa “a"-parametrima. Na pristupu 1-1' priključen je generator impendanse 
Z,, a krajevi 2-2' su zatvoreni sa impedansom Z, (slika 6.119). 


1 h L 


Slika 6.119: 


Definišu se sljedeći sekundarni parametri. 


1. Ulazna impendansa sa strane 1-1': 


Ai 


44,,27 


Jednačine “a”- sistema su: 


U, = U + tls 
I; = an + ad 


Pošto je mreža zatvorena impedansom %3, sa slike 6.119 vidimo da je napon pristupu 2-2 


jednak U, = Zl. Tada je 
jee (6.181) 
42122 + 492 


Zbog toga što Z, pripada spoljašnjoj mreži i što je Zi = f(Z) to se Zi; naziva sekun- 
darnim parametrom. 


2. Ulazna impendansa sa strane 2-2': Z5 
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Slika 6.120: 


Ulazna impendansa sa strane 2-2', po definiciji a shodno slici 6.120. uz korišćenje “b” 
parametara jednaka je: 


=" 
2 h 
U, = -44 
, U UV tboli 
£2 = sE 
=I, = —(b U, + bəl) 
z = —buđi + bio 
= mm 
5241 — boo 
Izraženo preko "a" parametara imamo: 
Z 
z, = bird» (6.182) 
Q211 — 411 


6.6 Transmitansa 


Transmitansa je takođe sekundarni parametar. Postoje transmitanse napona i transmitanse 


struje. Transmitansa napona se definiše kao odnos napona na pristupima: 
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preko "a" parametara: 


I 
M=a,+ = (6.183) 


Transmitansa stanja se definiše kao odnos struja: 


N= L 
L 
U I U 
N= 491 de 2 mE 
l lo 


Transmitansa mreže sa definiše kao 


I = yMN 
I 

I = (la Zli 2) (42122 + 429) 
Zə 


Prenosne funkcije su takođe sekundarni parametri. 


6.6.1 Prenosna funkcija napona 


Prenosna funkcija napona se definiše kao 


£, = mM 


U 


I 
I; = ln (ant) 


Ako napone zapišemo u obliku: 


U, = Uet’! 
U, = U,e192 
tada je 
U Ui ao U. 
T, =n M = In £ = In e0) = ip + j(0, — 0 
r, = In M su i Zak) 1 — 82) 
odnosno: 
T, =A,+3jB, 
gdje je 
U, 
A, = h— 
T 
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(6.184) 


(6.185) 


(6.186) 
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A, - funkcija slabljenja napona. Ako je U; = U5 tada je A, = 0 odnosno kažemo da nema 


slabljenja napona. B,, - fazna funkcija napona tj. funkcija faznog zaostajanja napona. 


6.6.2 Prenosna funkcija struje 


Prenosna funkcija struje se definiše kao: 


L = In N = n(a222 + 422) (6.187) 
Ako prikažemo struje u obliku: 
L = Levi 
Lo = Dei“ 
tada je 
1; = A;+JB; 
gdje je 
h 
A; = h— 
n F 
B; = Vi = Vo 


A; - funkcija slabljenja struje. B; - fazna funkcija struje. 


6.6.3 Prenosna funkcija mreže 


Prenosna funkcija mreže se definiše kao 


I = NT 
L 
I = ln au + 7 (49122 + 22) (6.188) 
Z9 
Ako se uzme 
1 1 
T=nT=mnyN M = z(nM +InN) = 5E, +L) (6.189) 


Dakle prenosna funkcija je algebarska sredina prenosnih funkcija napona i struje. Ako napišemo 


I=A+jB 
gdje je 
A= SA +A) 


funkcija slabljenja mreže a 


fazna funkcija mreže. Dalje je 


1 1 
A=-(A+4)==([1 I 
zlu + Ai) (mgen 


gdje je S prividna snaga. 


B= : (01 — 02) + (Vb, — V2)] 


52 
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Vidimo da su transmitansa i prenosne funkcije čisti brojevi tj. bez dimenzije. Slabljenje se 


može izraziti i preko prirodnih logaritama i dekadnih logaritama. Da bi se pravila razlika 


uvode se opisne jedinice slabljenja. Za B - stepeni ili radijana za 


1. S 
de pele 
PCE NEKU 


gdje je n čisti broj. Međutim, dodjeljujemo mu jedinicu Neper, pa kažemo da je A = nNp tj. 


A = n Nepera = n[Np]. Ako transformišemo prethodne izraze, odnosno izrazimo prirodne 


algoritne preko dekadskih dobijamo: 


1. S 1Np S1 
A=-1 = 10 log — 
POE Uloge: “E 
S. 
n' = 10 log . 
= ! INp = 'd4B 
20 log 


dB je oznaka za decibel (deseti dio 1 Bela) 


i1Np 


1dB = 
20 log e 


— 1Np = 8.686dB 
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6.7 Izbor sekundarnih parametara 


Dvije ulazne impedanse, transmitanse i prenosna funkcije nazivaju se zajedničkim imenom 
sekundarni parametri mreža sa dva para krajeva. Za razliku od primarnih parametara koji 
zavise samo od konfiguracije mreže i njenih impedansi, sekundarni parmetri zavise još od 
impedansi Z1 i Zə kojima je mreža na svojim pristupima zatvorena. Pošto je u pogledu 
napona i struja mreža sa dva pristupa potpuno određena sa svoja tri nezavisna parametra ona 


je određena i sa svoja tri serkundarna parametra. Na primjer: 
1. Zi, Zh, (jedna od transmitansi M, N ili T). 
2. Zi, Zo, (jedna od prenosnih funkcija Lau, I';, I). 


Obično se bira sledeća trojka sekundarnih parametara: Z4, 25, I. U sklopu ove posebne 


trojke imamo nekoliko vrsta parametara: 


a) karakteristični parametri koji se definišu za simetrične mreže sa dva pristupa, 
b) iterativni - parametri, 
c) imaž - parametri. 


Pored sekundarnih, kao što smo rekli definišu se i radni parametri, prenosni parametri, 


parametri rasijanja i sl. 


6.8 Karakteristični parametri 


Karakteristični parametri se definišu samo za simetričnu mrežu sa dva pristupa. Polazeći od: 


e 41122 + 419 

29142 +49 
zlo 49Ž) + 819 
ie 29141 + 4 


Za slučaj simetričnih mreža sa dva pristupa važi: 


411 = 49 


pa je 
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= 01142 + 419 
|: = 
4129 + 429 
z 41141 + 42 
29 m 
42141 + 4 
Prenosna funkcija 
1 
r = 5 (LET) 


a 


I, = In(aZ, +422) 


Vrijednosti datih sekundarnih parametara simetrične mreže sa dva pristupa biće potpuno 


64,,27 


određeni ako su pored “a” - parametara (dva “a” - parametra) poznate još i impedanse Z; i 
Zə. Sekundarni parametri simetrične mreže obično se definišu kada su impedanse Zi = Zə i 


jednake isto tako ulaznim impedansama Zi i Z5, tj 


Z=2=24=2=2 (6.190) 


C 


Za ovako definisani režim simetrične mreže sa dva para krajeva ova zajednička vrijednost 
ulaznih impedansi i impedansi Z1 i Zə naziva se njenom karakterističnom impedansom (Ze). 
Krakteristična impedansa se izračunava iz jednog od navedenih izraza za ulazne impedanse 


stavljajući 


Z,=Z,=2Z. 
ili 
Z=% =Z 


C 


u izraze za Z/ ili 25. Na jedan od ovih načina dobija se 


QZ +a 
Z, = “l1=c | 212 “12 =Z, = = V/Z] 
— dge + a 421 
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Koristeći vezu za parametre: det(a) = 1 i a =a» za simetrične mreže imamo 


Z=ad=— (6.191) 


Za posmatrani režim (karakteristični režim) prenosne funkcije napona i struje su jednake i to 
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Ta =L; =a + yait) 


Prenosna funkcija simetrične mreže je: 


1 


r. = z Eu +I) =r, = =a, + /a1201) 


L = ln(a + V412-421) = ln (ax + yan- 1) (6.192) 
Prenosnu funkciju simetrične mreže možemo zapisati u obliku 
I = A + jBe 


gdje je: A. - karakteristično slabljenje simetrične mreže; B. - karakteristično fazno zaostajanje. 
Pošto su simetrične mreže sa dva pristupa potpuno određene sa dva parametra u ovom slučaju 
to su Zei I". 


Slika 6.121: 


U interesu je da se Ze i I. izraze preko Zo, Zx (impedanse otvorene i kratko spojene 


66,27 


mreže). Izrazimo “a” parametre preko karakterističnih parametara. Iz jednačine (6.192) 


možemo napisati: 


et = au+vah-1 
2 
au + van o 
Kada racionališemo predhodni izraz dobijamo 
la = DL 
Gli an>] 


Definišemo: 
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česti Bi au tie: du+van—i+a,— vani 
ze 2 2 


tj. 
dij = cosh (6.193) 


Definišimo sinus hiperbolni 


Lop Ll; 
sinh I = — =val4 — 1 


koristeći vezu između “a” - parametara dobijamo da je 


sinh, = /412-421 


Ako uzmemo u obzir da je 


412 412 
Z= z? T LEA 
421 491 


i ako ovo uvrstimo u sinh I, dobijamo: 


sinh, = {/a3;.Z2 = 02 


odakle se dobija 


sinh ' 
= = 6.194 
491 A ( ) 
Prema tome, za simetričnu mrežu važi da je 
inh [I 
% = = = (6.196) 
42 = ZsinhL, (6.197) 


Iz relacija (6.195), (6.196) i (6.197) dobijaju se "a" parametri preko karakterističnih param- 


etara. Koristeći ove relacije možemo "a" sistem jednačina za simetričnu mrežu napisati kao: 


U = U,coshI, + Z,1, sinh, (6.198) 
inh l 
L = op + hoh, (6.199) 


Fe 


Karakteristični parametri se definišu samo za simetrične mreže. 
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6.9 Iterativni parametri 


Iteratirni parametri mreže sa dva para krajeva predstavljaju njene sekundarne parametre kada 


je impedansa Z5 jednaka impedansi Z} a Z/ jednaka Z», tj 


Zi Zo = Ziu 
2 = Z = Z 
Iterativni parametri se definišu za proizvoljnu mrežu sa dva para krajeva, za razliku od karak- 


terističnih parametara koji se definišu samo za simetričnu mrežu sa dva para krajeva. Odabi- 


ramo impedansu Z, tako da se ponavlja na ulazu (slika 6.122.) Zato naziv "iterativni". 


Z == Zii 


Slika 6.122: 


Z = Zait 


Slika 6.123: 


Odabiramo Z} tako da se ona ponavlja na ulazu 2-2" (slika 6.123), tj. 
Z, = Zi = Zox 


Ove iterativne (ponavljajuće) impedanse možemo odrediti iz relacija za Z4 i Z3, tj. 
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Q11 Zii + 012 
Q21 iit + 092 
Aa Lou + 012 
Qo) oit + 411 


2 
=> 0911 + (ao — Gu) Zia — t = 0 


1 2 
Za = Z= => 21 Zy + (a — A2)Zou — 42 = 0 


odakle se dobija 


7. — zu ao» t y(n — a»)? + 4an (6.200) 
Zla 24541 l 


Zi, ci e an E oa ti) E Atoa (6.201) 
221 2091 l 


Treći iterativni parametar, analogno prethodnom razmatranju predstavlja prenosnu funkciju 


mreže kada je ona zatvorena svojim iterativnim impedansama. 


Odavde se dobija 


Kao posledica ovog slijedi da je I, = L; = L tj- 


I 
I; = ln T = ln(z Zii + 022) 
o 


Ako uvrstimo Zi, iz relacije (6.200) imamo 


Uj +42 + Vladu — 492)? + 4012494 
2 


£, = In 
Uz uslov det(a) = 1 slijedi 


mu + ao + /(a1 + ao)? — 4 
2 


Pošto je proizvoljna mreža potpuno određena sa svoja tri nezavisna parametra (primarna) to 


Es (6.202) 


je i potpuno određena sa tri nezavisna iterativna parametra: Zi, Zot, La- U interesu je 


izraziti “a” parametre preko Z4;,, Zə 1L. Polazeći od relacija: 
zi E +a» + y (a1 +029)? — 4 

2 

e Eit = 2 


411 +429 + /(an +29)? — 4 


Definišemo 
coshI,, = An 
2 
sinh LP, = = Pe — 


Sada saberimo Z,;; 1 Z2;, pa dobijamo 


Ziu a Zoi = 


(ay, — 422)? + 442421 2sinhI, 


451 491 


Odavde se dobija 
Ako sada napravimo proizvod: 


Iz relacije (6.203) uvrstimo a», pa dobijamo 


Kino; 
— ra SL tA 2it : 
012 = Milla = Zen = sinh L; 
Liit T Loit 


Ako napravimo razliku dobićemo: 


Qy —a 
EEEE A 211 222 
= Tit 2At 2 
Q21 


Koristeći i relaciju 
a, +a 


slijedi 
a11 — los = 2091 (Zii — Zou) 


ako iz relacije (6.203) uvrstimo a», dobijamo: 


Zia — Zo; 
(Zia Zou) sinh I 


411 — l = 2 
Zii + Zou 


a1 +49 = 2 cosh L'y 


Iz relacije (6.205) sa dvije nepoznate dobijamo: 


Zia — Z 


= Llit — Lit 
dx», h Dya ČE sinh I, 
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(6.203) 


(6.204) 


(6.205) 


(6.206) 


(6.207) 
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Za slučaj simetrične mreže iterativni parametri se svode na karakteristične tj. 
D,=L, 
i tada takođe važi 


41 = Q% 
Žiu = Zu=2 


C 


6.10 Imaž parametri 


Imaž parametri mreže sa dva pristupa su njeni sekundarni parametri kada je Z, = Zj a 
istovremeno Z, = Z% (slika 6.124). Ove dvije impedanse nazivaju se imaž impedansama 


mreže sa dva pristupa i označavaju: 


Zi = Z = Zim (6.208) 
Za = Z, = Žim (6.209) 


Slika 6.124: 


Francuski: imaž ogledalo. Na pristupu je impedansa ogledalska slika uz uslov da je 
zatvorena mreža na drugom pristupu istovremeno. Ako relacije (6.208) i (6.209) uvrstimo 


u izraze za Z} i Z; dobijamo 
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491 ZiimZoim + d2Žiim — 112m — 4 = 0 


421 ZiimZoim — dZ im + 112m — 4 = 0 


Ove se jednačine svode na prostiji oblik 


MiZLilimLeim = 42 


dŽim = 4iZom 


Odavde se dobija 


0194 
Žim = 1 = (6.210) 
021422 
4194 
Zaim = ul (6.211) 
Treći parametar mreže, njena prenosna funkcija koja u slučaju kada je mreža yatvorena imaž 
- impedansama se naziva imaž - funkcija mreže i ima oblik 


1 Ul I 1 a 
Lim = 3 (m U, + ln E) 29 m (a + Z ) + In (a21 Zaim + 429) 


im 


Kada se zamijeni Z5;,, iz relacije (6.211) dobijamo: 


Dim = (Vara + 012421) (6.212) 


Dakle, opšta mreža bi bila određena sa svoja tr parametra Z,,,» vim» Lim U interesu je 


izraziti “a” parametre preko imaž parametara. Iz relacija 


e tm = yanta + Vazda 
1 
elim = = Viia venda 


4/11022 + V/412421 


Tada je 


vV 11022 (6.213) 
V 212221 (6.214) 


1 


1 


Iz izraza za imaž-impedanse imamo da je 


Gi Zaim 

499 Zim 

412 

ra = ZaimZoim 
451 


Koristeći (6.213), (6.214), (6.215) i (6.216) određujemo "a" parametre kao 


|Z.. 
Elim cosh), 
Zoim 


io = 
Ze: 
== Lim 
a% = 7. Csh Lim 
Elim 
42 = vVlimŽaimsinhI,,, 


_  sinhl,,, 


421 = Sa zra 7 
V ElimE2im 


U slučaju simetrične mreže imaž parametri se svode na karakteristične: 


Qi = a% 
iim = Zim = Ze 
En = I 
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sistem jednačina preko imaž -parametara 


IZ 

UG JE pa (U, cosh Lim + Lo Zim sinb Lim) 
Lim 
VAN hI', 

Te zo) Pa (E =m | I, cosh, a 
Žlim Zoim 


Ako se umjesto imaž - impedansi kao treći parametar uvede 


= Z Liim u 
aS 


Sada je 
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(6.215) 


(6.216) 


(6.217) 


(6.218) 


(6.219) 
(6.220) 


(6.221) 


(6.222) 


(6.223) 


i u slučaju da je n realan broj (n € R) oblik jednačina (6.221) i (6.222) pokazuje da se jedna 


nesimetrična mreža sa dva pristupa može zamijeniti kaskadnom vezom idealnog transformatora 
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prenosnog odnosa n i simetrične mreže čija je karakeristična impedansa: 


N 
U 


Zim 


1 h L 2 
j | 
UV, U, 
=; "u 


Slika 6.125: 


Šemu prikazanu na slici 6.125., prema relacijama (6.221) i (6.222) uz uslov da n € R 
možemo zamijeniti šemom koja je prikazana na slici 6.126 a da se prilike na pristupima ne 


promijene. U ovom sluičaju imamo kaskadnu vezu (za kraj jedne veže se druga mreža). 


Slika 6.126: 


6.11 Specijalne mreže sa dva para krajeva 


6.11.1 "T" - mreža sa dva para krajeva 


Kada je raspored impedansi mreže sa dva pristupa u obliku slova "T" onda se ona naziva T 
- mreža. Ovo je jedan od osnovnih i najvažnijih oblika mreža sa dva para krajeva (npr. ćelije 


električnih filtara obično su predstavljene T - šemom). Šema "T" mreže je sledeća 


Pošto su 1'i 2 kratko spojeni može se mreža nazvati mrežom sa tri kraja. Zi i Z su redne 
poj 1 2 


impedanse T - mreže, Z, - otočna impedansa T - mreže. U mnogim elektronskim sklopovima 


Slika 6.127: "T" mreža sa dva para krajeva 


upotrebljavaju se simetrične "T" - mreže za koje važi 


tako da je šema simetrične simetrične "T" - mreže 


o 2/2 6/2 po 


Slika 6.128: Simetrična "T" mreža 


Za impedanse otvorene i kratko spojene mreže imali smo 


a 
Zo = 11 
421 


a 
Zy = 212 
422 
a karakteristična impedansa 
412 
421 


Iz relacija (6.224), (6.225) i (6.226) dobija se 


Ze = v Zok 
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(6.224) 


(6.225) 


(6.226) 


(6.227) 


tj. dobijamo izraz za karakterističnu impedansu (bilo koje) simetrične mreže sa dva para 


krajeva preko Z4 1 Z,. 


6.11.2 Karakteristični parametri simetrične "T" mreže 


Karakteristična impedansa "T" mreže 


Karakteristična impedansa simetrične "T'" mreže jednaka je 


Ze = vV Zok 


gdje je Zg - ulazna impedansa sa 1-1’ kada su 2-2’ otvoreni pa je (slika 6.128): 


faa te 


Z, - ulazna impedansa sa 1-1’ kada su 2-2’ kratko spojeni pa je (slika 6.128): 


Ži ZZ 
* 2 Z +22, 


Ako izraze za Zy i Z, uvrstimo uvrstimo u Z7 dobijamo 


gdje je: Z, - ukupna redna impedansa (za simetričnu "T" mrežu) 


Karakteristična prenosna funkcija "T" mreže 
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(6.228) 


Karakteristična prenosna funkcija "T" mreže se definiše za karakteristični režim kada je 2-2 


zatvoreno svojom karakterističnom impedansom Z7 kao što pokazuje slika 6.129 pa možemo 


pisati: 


zT 


Slika 6.129: 
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Z Z 
TrT.=2] bif = 6.229 
r, a(i) (6.229) 


Pored ovog izraza za I, imamo i izraz preko hiperbolnih funkcija: 


4 
hE, = a = 1+ 2 
cosh T, = 41, + 22, (6.230) 


Relacija (6.230) predastavlja Campbell-ovu jednakost. 


6.11.3 "II" mreža sa dva para krajeva 


"TI" (pi) - mreža sa dva pristupa ima raspored impedansi u obliku velikog grčkog slova II. Pored 


"T" mreže, "II" mreža je jedna od osnovnih mreža sa dva pristupa čija je šema prikazana na 
slici 6.130. 


Slika 6.130: II mreža sa dva para krajeva 


Na slici 6.130. Z} - je redna impedansa "II" - mreže a Z% i Z% - su otočne impedanse "TI" 


- mreže. Najviše je u upotrebi simetrična "II" mreža kod koje su: 
J J p J 


Z, = Z! = 22, 


Obično se se uzima 2Z, da bi zbog paralelne veza ukupna otočna impedansa bila Z, dok 
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je kod redne veze Z,/2 da bi ukupna bila Z,.Ovo je važno kod označavanja i kod I, radi 


jednoobraznosti relacije. 


6.11.4 Karakteristični parametri simetrične "II" mreže 


Karakteristična impedansa simetrične "II" mreže 


ZU 


Slika 6.131: 


Karakteristični režim je kada je mreža zatvorena ulaznom impedansom pa je karakteris- 


tična impedansa "II" - mreže 
ZE M VAVA 


gdje je (slika 6.131.) Z4 impedansa za otvorene 2-2' krajeve 


_ 24,(Z2, +22) 
2 Z+42 


a Z, impedansa za kratkospojene 2-2' krajeve 


_ 244 
* 4+22% 
Zamjenom u Z! dobijamo 
Z,Z 
zZ! = Ema (6.231) 


U relaciji (6.231) Z, predstavlja ukupnu otočnu impedansu "II" ili "T" mreže a Z} ukupnu 
rednu impedansu "II" ili "T" mreže. 


Karakteristična prenosna prenosna funkcija simetrične "II" - mreže 


Karakteristična prenosna prenosna funkcija simetrične "II" - mreže se dobija iz 
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I = L-I=L- = 6.232 
= (6.232) 
k= Balek (6.233) 
E. TV E Eos 22 A e 
Iz relacija (6.232) i (6.233) slijedi da je 
U, U, 
lisser iator 
22. 225 
Takođe, znamo da je: 
Uj = ZL 
U, = Z 
pa dobijamo: 
ZL, ZL 


l — = 6.234 
Hz, 2 E 22, ( ) 


Iz relacije (6.234) dobijamo odnos 


1 DEA ZI 
in (6.235) 
Zamjenjujući relaciju (6.231) u relaciju (6.235) imamo 
Z A 2 
A: RN NR A Z Z 
= elo =|,)1+ +, 
Z Z 
r,=21 Hi = 6.236 
- a tia 2) s 
Alternativno 7 
hr. =1++—-L 6.237 
cosh 1, F 22, ( ) 


što predstavlja Campbell-ovu jednakost. Upoređujući, dolazimo do zaključka da je karakter- 
istična prenosna funkcija "T" mreže ista kao i kod "II" mreže uz oznake: Z} - ukupna redna 


impedansa u "T" mreži; Z» - ukupna otočna impedansa u "II" mreži. Tada je proizvod 
VAVA = Z Zə (6.238) 


ako znamo Z7 (ili ZT) možemo odrediti Z7 (ili Z7). 
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6.11.5 Rešetkasta mreža sa dva para krajeva 


Rešetkasta mreža sa dva para krajeva prikazana je na slici 6.132. 


Slika 6.132: Rešetkasta mreža 


Šemu sa slike 6.132 moguće je nacrtati kao što to pokazuje slika 6.133. koja predstavlja 


Vitsonov most. 


Slika 6.133: 


Najčešće je u upotrebi simetrična rešetkasta mreža koja je prikazana na slici 6.134 i 
kod koje krajevi 1' i 2 nisu kratko vezani za razliku od "II" i "T" mreža. Za ovu mrežu važi 


da je: 


Slika 6.134: Simetrična rešetkasta mreža 
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N N 
Io l 
N N 

a 
Io 
O 


Napomena: Mreže koje se mogu svesti na mreže sa tri kraja (zbog kratke veze npr. 1 
i 2 krajeva ), kada se taj zajednički krak može uzemljiti nazivaju se neuravnotežene mreže 
sa dva pristupa (kao što su "T" i "II" mreža ). Mreže koje se ne mogu svesti na mreže sa tri 


kraja nazivaju se uravnotežene mreže sa dva pristupa (kao što je rešetkasta mreža). 


6.11.6 Karakteristični parametri simetrične rešetkaste mreže 
Karakteristična impedansa Z.. 


Polazeći od relacije: 
Zi; =y Zok 


gdje je (sa šeme Vitsonovog mosta) impedansa za otvorene krajeve 2-2" jednaka 


4+& 
£0 9 
a impedansa za kratko spojene krajeve 2-2? 
VAVA 
Z=2>= 
si Zi +4 
Dobijamo da je sada 
Z. = VŽ (6.239) 


Izraz (6.239) za karakterističnu impedansu simetrične rešetkaste mreže je jednostavniji od istih 


izraza za "II" ili "T" mrežu. 


Karakteristična prenosna funkcija simetrične rešetkaste mreže 


Karakteristična prenosna funkcija simetrične rešetkaste mreže je 


Zə+Z 
cosh r. = di = ZZ (6.240) 
Koristeći elementarne transformacije između hiperbolnih funkcija možemo zapisati 
I Z 
tanh =Œ =, | Z (6.241) 


182 


Iz (6.239) i (6.241) kao jednostavne funkcionalne zavisnosti Z, iL, od Z; i 2 tj. od topologije 


mreže slijedi velika primjena rešetkastih simetričnih mreža. 


6.11.7 Premoštena "T" mreža 


Šema premoštene "T" mreže je prikazana na slici 6.135. 


Slika 6.135: Premošćena T mreža 


Mreža prikazana na slici 6.135 je simetrična premoštena "T" mreža zbog Z; /2. 


6.11.8 Karakteristični parametri simetrične premoštene "T" mreže 


Karakteristična impedansa 


AU AE N 
Z, = Vl = / ZELE (6.242) 
ZI Za) 


Karakteristična prenosna funkcija: 


cosh I, = 1 + A 4 


(6.243) 
2, Z+2435+ = 


6.11.9 "L" mreža 


Razlikujemo lijevu "L" mrežu (slika 6.136a).) i desnu "L" - mrežu (slika 6.136a).) 
Do "L" mreže se dolazi degeneracijom "T" ili "II" mreže koje su prikazana na slici 6.137. 
"T" - mreža se sastoji od dvije "L" mreže koje su kaskadno vezane što je prikazano na 
slici 6.137. Sa iste slike se vidi da se "II" - mreža sastoji od dvije "L" mreže koje su kaskadno 
vezane. Ove mreže su bitne za sklopove koji vrše diferenciranje ili integraljenje ulaznih funkcija 


i koji se nazivaju integratori i diferencijatori. 
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Slika 6.136: Izgled "L" mreže 


I 
1 L 4/2 i 4/2 1 9 


Slika 6.137: 


6.12 Ekvivalentne mreže sa dva para krajeva 


Proizvoljnu mrežu sa dva pristupa možemo zamijeniti drugom pod uslovom da naponi i struje 
na pristupnim krajevima ostanu isti. Mreže koje ispunjavaju ovaj uslov nazivamo ekvivalent- 
nim mrežama. Navedeni uslov biće ispunjen za mreže koje imaju iste parametre: primarne ili 


sekundarne. Postavka problema je sledeća 


Uslov ekvivalentnosti je izražen sledećom relacijom 


al = ad 


gdje je: a) - a matrica mreže prikazane na slci (a) a a® - a matrica mreže prikazane na 


slici (b). Ako je ovaj uslov zadovoljen tada važe i ostali uslovi tj. 
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m L h a A L L pa 
j bd j 
U, U, U, U, 
1 PA Ï 2 
(b) 

Slika 6.138: 

pa = bo 

že = zo 

ye = je 

g = g 

he = ho 


Pošto su primarni parametri jednaki tada i sekundarni parametri moraju biti isti tj.. 


29 = zo 


Fi 

a b 

Zi = 2 
Pošto je proizvoljna mreža zadata sa tri nezavisna parametra dovoljno je napraviti tri jed- 
nakosti nezavisnih parametara mreža prikazanih na slici 6.138a) i 6.1380). Stoga se najprostija 
ekvivalentna mreža mora sastojati od tri impedanse (a takve su "T" i "II" mreža). Dakle, 
najprostije ekvivalentne mreže su "T" i "II" mreža. Zato, mreža sa slike 6.138) nije bilo koja 


proizvoljna mreža već uzmimo da je to "T" - mreža prikazana na slici 6.139. 


Slika 6.139: 


Znači, data je proizvoljna mreža sa šeme na slici 6.138a) i treba naći njenu ekvivalentnu 
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"T" - mrežu. Impedanse "T" - mreže dobićemo ako izjednačimo jedan sistem parametara 
(bilo primarnih ili sekundarnih) za obije mreže. To je najlakše odrediti ako su za mrežu sa 


šeme a) poznati “z” parametri pa je uslov ekvivalentnosti: 


KOJE) 


~N 


Odredimo z®. Postavljanjem jednačina dobijamo 


U, ZlL+l-1)2 
U, = (L — 12) = 12 


Ako ovo uredimo u obliku “2? - sistema jednačina dobijamo 


= 
I 


(Zi + 2)L + 22(—L) 
Zsl, +(2+2)(—1) 


S 
| 


odakle se dobija 


2 = Zi +Z 
b 

zo = A 
b 

2.) = A 


ži = Z+ Zi 
Iz uslova ekvivalencije sa šemom na slici 6.138a) dobijamo 


2) = Z +Z = z9 


b a a 
2 ; Zo ZU A u 


Pošto je ža = Zaj = Za možemo pisati 


b a 
a = že 


b a 
ža = 2 


AEE A 


Odavde se dobija 
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(a) (a) 


42 = 22 =a 
OE 
Z = 22-212 
U slučaju simetrične mreže prikazane na slici 6.138a) imamo da je s = ZI pa odavde 
slijedi 
Z 


I gpt Æ 
Us 5, eu En 


Pokazaćemo prelaz preko “a” - parametara. Dakle, poznata je a matrica mreže na slici 6.1384) 
tj. poznati su "a" parametri mreže na slici 6.138a). Napišimo jednačine ekvivalentne "T" - 


šeme: 


U, Zb + (L = 1) 2 (6.244) 
U, = (L-L2)2-LZ (6.245) 


Relaciju (6.245) možemo zapisati u obliku 


U, = LZ — L(Z] + Zə) (6.246) 


a iz relacije (6.246) možemo izraziti struju 1, koja je jednaka 


1 ZR 
L=—U == ITI 6.247 
i z+ ( Ž )z (6.247) 

Iz relacije (6.247) vidimo da je 

_1 

a — a 

21 Zə 

I 
die i ad 
NG Zo Li 


Ako relaciju (6.247) uvrstimo u relaciju (6.244) dobijamo: 


> VA g" 
U, =(1+7)U, + (z +Z + 22) I, (6.248) 
22 
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Iz relacije (6.248) vidimo da je 


/ UA 


Z 
a} SZ Za 
£2 


Dakle ) 
at) =1+ 2. at) =Z, +Z + ZH 
D-E deka 


Da bi našli impedanse "T" - mreže dovoljno je iz uslova a) = a%izjednačiti tri parametra 


N 


(nezavisna), npr. 


(a) — ® 


ei = A 

o of 

dva, 

Odakle se dobija 

A = 5 
421 

ze ar - 
421 

zg a) —1 
a 


Dominirajući član je af" pa da bi mogli izvršiti ekvivalenciju treba da je al #0 što 
predstavlja uslov sa bi mogli izvršiti ekvivalenciju. U slučaju simetrične mreže (slika 6.138a)) 


kada je a{? = a) impedanse su jednake 


I z" Zi ane 
=! = 2 a2 
491 
1 
Za Sa 
451 


6.12.1 Ekvivalentna "II" - mreža 


Šemu na slici 6.138b), koja treba da bude ekvivalentna polaznoj šemi na slici 6.138a) pred- 


stavićemo II - mrežom: 


66, ,22 


Najlakši prelaz se odvija ako je šema a) zadata “y? parametrima, a na šemi b) tražimo 


Slika 6.140: 


admitanse mreže Y,, Yi, Y{. Tada su jednačine šeme "II" - mreže: 


- KZS za čvor A: 


L=(U,—U)Y,+U X 
- KZS za čvor B: 


I, = —-UY; + (U, — U5)Y, 


66, ,99 


Preuredimo ove jednačine da dobijemo “y”- sistem jednačina 


L = (Yı +Y;)U, = 0 
-1 = -YU + (X +Y;)U 


66,9 


odakle se dobijaju “y” parametri za šemu b) 


Uslov ekvivalencije je y) = y%što se dovoljno izražava preko tri jednakosti: 


m 


Vi = m=K+K 


1 
(a) (b) O 
451 Yis 451 Y, 


u) = =Y +Y; 


Odavde se dobija: 
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(6.249) 
(6.250) 
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Yi = Yio 
eed 
Yy = 93430) 


Dakle, preko Y - parametara šeme a) najlakše se određuju admitanse "II"- mreže. Izraču- 
naćemo impedanse "II"- mreže preko "a" parametara šeme a) 


Slika 6.141: 


U ovom slučaju "II" mreža je zadata impedansama_Z,, Z,, Z3. Jednačine ove "II" mreže 
su: 


= 
ak 
ll 
| 
+ 
> 


I 
U 
> 
N 
+ 
|! 


Z 
U, (1 E z) U, + ZL 
Z 


1 1 Z 4 
b= (ztmtzzjeeležja 
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Odavde se dobija 


y 
aii = E 
22 
b 
4 = 4 
b 1 je 1 Me Ži 
a = 
So ZO m 
Z 
al- = 1+5 


Iz uslova ekvivalentnosti a(% = a®koji se svodi na dovoljne tri jednačine jednakosti tj. 


(a) (b) 


411 = Q39 
a b 
a) = de 
a b 
a = a) 
odakle se dobija 
Z = af} 
poi Mi 
si a) —1 
z! — a) 
< a" —1 
411 


U slučaju simetrične mreže dobijamo 


2,= 2) = 22 = 


jer je a; = a, Za simetričnu "T" - mrežu. 


6.12.2 Ekvivalentnost "T" i "II" mreže 


Iz rasporeda impedansi vidi se da je prelaz: 


1. "T" — "II" predstavlja prelaz A —A 


2. "II" — "T" predstavlja prela A — A 


tj. prelaz se obavlja preko transformacije impedansi polazne "T" tj. "II" mreže. 
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6.12.3 Ekvivalentnost simetrične "T" mreže i simetrične rešetkaste 


mreže 


Simetrična mreža potpuno je određena sa svoja dva primarna ili sekundarna nezavisna parame- 


tra pa se ekvivalentnost simetričnih mreža svodi na jednakost dva primarna ili sekundarna 


parametra (nezavisna). 


1 L Z /2 Z /2 I 2 
i | 

| f I 

iM ?/ 


Slika 6.142: 


U ovom slučaju (simetrične "T" i rešetkaste mreže) jednakost je nalakše izraziti preko 


otvorene 1 kratkospojene mreže tj. 


ze zo) 
ze zo 
odakle se dobija (sa slike 6.142): 
4 1 
S +Z2 = 7 {Za + Z) 
Zi Ži Zo > Zal 
2 4+24  Z+4 


odakle se dobija: 


Z 7 
Z+2 = 2+(2+22) 


pa dobijamo dva rješenja ovog sistema jednačina: 
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e prvo rješenje 


Z = 
2 
4 
e drugo rješenje 
4 
Za = F +22 
-á 
Se = 2 


Odavde izvodimo zaključak da jednoj simetričnoj "T" mreži odgovaraju dvije simetrične 
rešetkaste mreže (prelaz "T"——"X"). Ako hoćemo da dobijemo impedanse simetrične "T" 
mreže preko simetrične rešetkaste mreže tada takođe dobijamo dva rješenja i to: (prelaz 
"X"—"T") 


e prvo rješenje 


Z = 22a 
Z,-Z 
Zə = =) a 
2 
e drugo rješenje 
Zi = 24, 
Za Z 
Z: L a Zb 
2 


Ovo znači da jednoj simetričnoj rešetkastoj mreži odgovaraju dvije simetrične "T" - mreže. 
Matematički, ova dva prelaza su potpuno ista. Sa stanovišta realizacije prelazom "X"——>"T" 
može da se desi da realni dio impedanse Z, bude negativan što se u stvarnosti ne može ostvariti 
pasivnim elementima. Kada je ovaj realni dio pozitivan prelaz je proizvoljan poprvom ili 


drugom rješenju. Matematički, ova dva prelaza su istovjetna kao i za prelaze "T"—>"X". 


6.12.4 Ekvivalentnost simetrične premoštene "T" mreže i simetrične 


"T" mreže 


Prelaz ćemo najlakše odraditi ako A (&, Za, 4) — A čime se šema a) svodi na oblik 
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Slika 6.143: 


Slika 6.144: 


N 


Upoređujući sa šemom b) dobijamo 


Ekvivalencija nebi imala smisla za 


ŽZ+4%=0 


(recimo kondenzator i kalem istih vrijednosti reaktivne otpornosti). 


Obrnuto, tj. dali je 


moguće sa "T" - mreže preći na premoštenu "T" - mrežu. Na ovo pitanje dobijamo beskon- 


ačno mnogo rješenja jer treba preći sa simetrične "T" - 


mreže (određene sa dva parametra) 
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na simetričnu premoštenu "T" - mrežu određenu sa tri parametra odakle je broj rješenja 


beskonačan. Postupak: Prvo bi sa šeme b) podijelili na dva dijela Z, 


1 L Za /2 Za /2 h 2 


Slika 6.145: 


m - je proizvoljno pa ima beskonačno mnogo rješenja. 
Dalji postupak: A — A (&, Ze mZ) dobijemo 


Z 
= 2mZ,+T 
Z, = (1—m)Z, 
2 


Z 
zom ho 
ML EU 


Slika 6.146: 


Cilj ekvivalentnih šema je da se uprosti polazna šema radi lakšeg određivanja kola (zato 
J J P 
nikad nećemo vršiti prelaz sa simetrične premoštene "T" - mreže na simetričnu "T" - mrežu 


uz uslov da to nije teorijski problem koji se rješava gore pomenutim postupkom). 


6.13 Vezivanje mreža sa dva para krajeva 


Dvije mreže sa jednim pristupom mogu se vezivati na dva načina i to: 
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-redno 


-paralelno 


MREŽA (1) 


MREŽA (2) 


IS 
| 

= 
| 
u 


I = IVLI? 


Rezultat vezivanja u oba slučaja je složenija mreža sa jednim pristupom. Za rezliku od mreža 


sa jednim pristupom mreže sa dva pristupa mogu se vezivati na više načina. 


196 


6.13.1 Redna veza mreža sa dva para krajeva 


Šema redne veze dvije mreže sa dva para krajeva prikazana je na slici 6.149. 


Slika 6.149: Redna veza mreža sa dva para krajeva 


Rezultat vezivanja je ponovo mreža sa dva para krajeva. Vezivanje nameće određene 


relacije: 


U = u+1 (6.251) 
di, = n= (6.252) 
U, = U;+U; (6.253) 
l, = I= (6.254) 


Postavka problema je sljedeća: Izraziti parametre rezultujuće mreže preko parametara dvije 


mreže u vezi. Ovaj problem je najlakše riješiti ako su mreže zadate preko "z"-parametara. 


Beil o aie 
U! = A za I 
Le) 2 
U| p| H 
U; ~ | -5 


Koristeći veze (6.251), (6.252), (6.253) i (6.254) u matričnom obliku: 
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F SEE ARNE 
U, U; U; 
U ja asn 
U = u I A ke, I" 
_2 >2 =2 


Možemo zapisati iz (6.251), (6.252), (6.253) i (6.254): 


| I; | DK mk 
-I, -I -I} 


Sada je 
U, = ! L X z!" L 
U, —1L ći -1, 
U, = ( z! + 2") L 
U, i Ba =y 
U, B l 
= z 
U, Me — 12 
gdje je 


Opšte: Za n— redno vezanih mreža sa dva pristupa, 2“ matrica rezultujuće mreže se dobija 
kao 


z=zDzĐ1 o zO pi + zli 
gdje je z% (za k =1,2,..,n) z - matrica pojedinačne mreže iz redne veze. 
6.13.2 Paralelna veza mreža sa dva pristupa 


Šema paralelne veze dvije mreže sa dva para krajeva prikazana je na slici 6.150. 


Rezultat paralelne veze je također mreža sa dva para krajeva. Relacije koje se nameće su 


U =u=U 
L=L+L 
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Slika 6.150: Paralelna veza mreža sa dva para krajeva 


U, = U,=U; 
L L+ 


44, ,22 


Najednostavniji način za dobijanje parametara rezultujućih mreža je ako su poznati “y 


parametri mreže 1 i 2 sa slike 6.150. 
ifia gli 
al ~ [U 


T sg E 
—I ~ | U3 


rr 
l 
Is IS 
N > 
—— 
ll 
De 


BO Lu; 
Koristeći da je 
4|_[qu u 
U, 2 2 
sada je 
L = y' U, Eu y" U, = (4 je 1) U, 
—L “|U, ~ | Us o U, 
uz uslov 
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Opšte: Za n - paralelno vezanih mreža sa dva pristupa, “y? - matrice rezultujuće mreže se 


dobija kao: 


gdje je y® (zak =1,2,...,n) y - matrica pojedinačne mreže iz paralelne veze mreže. 


6.13.3 — Redno-paralelna veza mreža sa dva pristupa 


Šema redno-paralelne veze dvije mreže sa dva para krajeva prikazana je na slici 6.151. 


Slika 6.151: Redno-paralelna veza mreža sa dva para krajeva 


Sa pristupa 1-1“ je redna veza, a sa pristupa 2-2" je paralelna veza pa otuda i naziv redno- 
paralelna veza. Rezultat je takođe mreža sa dva pristupa. Uslovi koji se nameću dati su 


sledećim relacijama: 


U, = U 
G= 


IS 
La 
ll 


U, = U, = U; 
L L+ 


najednostavniji način da izrazimo parametre rezultujuće mreže preko parametara mreža 112 


je preko “h"- parametara. 
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1 = 1 
-Ís U, 
1 1 
1 " L 
Ex E! = h LE 
52 —_2 


E. [GE 
—1L —L —12 
I T I! 
=1 = h! = $ h" = 
—L “| U9 sa u, 
Iz nametnutih relacija imamo da je 
ARE AE 
U, U, U, 
sada je 
U, = h! I + h" L = (r JE h”) l 
-Ís = U, še U, = = U, 
uz uslov 
h = ( K ae )") 


gdje je h™ (za k = 1,2,...,n) h- matrica pojedinačne mreže iz redno-paralelne veze mreža. 


6.13.4 Paralelno-redna veza mreža sa dva pristupa 


Šema paralelno-redne veze dvije mreže sa dva para krajeva prikazana je na slici 6.152. 


Na pristupu 1-1" je paralelna veza a na 2-2" je redna veza. Relacije koje se nameću su 


U, = U=U{ 
nL+L 


N 
H 
U 


201 


Slika 6.152: Paralelno-redna veza mreža sa dva para krajeva 


U = U, +U, 
L I =I, 


Rezultat vezivanja je također mreža sa dva para krajeva. Najednostavnije je izraziti parametre 


66,27 


rezultujuće mreže preko “g” - parametara mreža 1 1 2. 


= g I 
G | SE 
UA UA 
L n= 1 U, 
A g A 
ua SL, S22 
Za rezultujuću mrežu iz nametnutih relacija 
a UA 
L = ŠI 41 
= 1 ds n" 
U 
U» Uo 2 
/ UA 
L — g 1 g" 1 
1 UA 
U, SEE? S || PE? 
nametnute druge relacije su 
/ dd 
De i NE u 
/ UA 
—1 -d, JE? 
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sada je 


gdje je 


Opšte: Za n - paralelno-redno vezanih mreža, "g" - matrica rezultujuće mreže se dobija kao 


g=90+g2+..+g9+..+909 


(av) 


gdje je g® (za k =1,2,..,n) g - matrica pojedinačne mreže iz paralelno-redne veze mreža. 


6.13.5 Povratna sprega (veza) mreža sa dva pristupa 


Predstavlja specijalan slučaj redno-paralelne veze. (Engl. feed back) . Povratna sprega je 


izuzetno bitna zato je izdvajamo u posebnu vezu. 


Slika 6.153: Povratna sprega 


Sa strane pristupa 1-1“ je redna veza, a sa 2-2" je paralelna veza. Mreže 1 i 2 se opisuju 
funkcijama (ne parametrima). A(s) i B(s) gdje je s - kompleksna učestanost. Mi ćemo uzeti 


da su A(s) i B(s) transmitanse napona tj. 


_ U,(s) 
Ui (s8) 


A(s) 


obično se definiše kao veličina izlaznog i ulaznog signala sa mreže i obratno 


U\(3) 
U2(s) 


B(s) = 
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jer je za mrežu 2 U1(s) izlazni napon a U,(s) je ulazni napon. Mreža sa funkcijom A(s) se 
naziva osnovna mreža (sistem), a sa funkcijom B(s) mreža (sistem) povratne sprege. Uslovi 


koje nameće ova mreža su: 


U=U,+U 
Imamo da je 
1 U,(s) 
L 2 


pa je relacija (6.255) 


odavde je 
Vrm A 
V,(s) 1- A(s)B(s) 
funkcija rezultujuće mreže. Dakle, sa B(s) možemo da regulišemo rezultujuću funkciju. Za 
prikazivanje povratne sprege prvobitno su se koristili blok-dijagrami, a sada se koristi teorija 
grafova, tj. teorija signalnih grafova. Prema blok-dijagramu povratna sprega se prikazuje 


Y (s) 


Q(s) 


© E(s) 


Slika 6.154: 


izlaznu informaciju vraćamo i vršimo regulaciju čitavog sistema Prema teoriji grafova pro- 
toka signala povratna sprega se prikazuje kao 


Qs) 1 E(s) As) — Y(s) 


B(s) 


Slika 6.155: 


Kod grafa, grane grafa predstavljaju funkcionalne zavisnosti između čvorova, a čvorovi 
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predstavljaju veličine koje nas interesuju. 


T(s) = Y (s) A(s)E(s) __ __Als)E(s) 
(s) = E(s)— B(s)Y (s) E(s)— B(s)Y (s) 
A(s) 


Relacija (6.256) predstavlja rezultujuću mrežu. Postavlja se pitanje: Pod kojim uslovima 
izvedene relacije za rednu, paralelnu, redno-paralelnu, paralelno-rednu i povratnu vezu važe? 
Odgovor: Relacije ne važe uvijek nego se moraju ispuniti uslovi regularnosti. Uslovi regu- 
larnosti se odnose na to da poslije vezivanja parametri mreža koje se spajaju ostanu isti tj. 
njihova topologija i parametri moraju ostati isti poslije vezivanja. Uzmimo jednostavan slučaj 
"T"-mreže i "IP’-mreže (slika 6.156.) 


Slika 6.156: 


Ovom rednom vezom, ove dvije mreže sa dva pristupa smo premostili impendansom "II"- 


mreže pa smo promijenili topologiju "II" - mreže i ne važi 


Z =z +22 


(av) 


To je neregularna veza. Ako bi napravili vezu prikazanu na slici 6.157. tada važi: 


Zz = 21 + 22 


~N 


pa se radi o regularnoj vezi. 
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Slika 6.157: 


6.13.6 — Kaskadna veza mreža sa dva pristupa 


Kaskadna veza dvije mreže sa dva para krajeva prikazana je na slici 6.158. 


Slika 6.158: Kaskadna veza mreža sa dva krajeva 


Kaskadna veza se dobija kada se na jednu mrežu nadoveže druga i tako se može postići 


kaskada ili niz mreža. Rezultat kaskadne veze je također mreža sa dva pristupa ili složenija. 


Uslovi koji se nameću na strani pristupa su 


U, 
L 


U, 
L 


1" 
U, 
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66,27 


Parametri rezultujuće mreže najednostavnije se dobijaju preko "a" - parametara mreža 1 i 2. 


Dakle, mreže 1 i 2 opisujemo a - matricama 


u | _ [U 
I! = u 1 
4 42 
Ta Rm 
JOE 
Nametnute relacije u matričnom obliku su: 
ća a E 
L L 


sjaja 
I L 
sada je 
U, ! U, — „IM u, = U, = U, 
; | =a , |[=aa „ |[=aa =a 
L “IL “~k “~id L 
Opšte: za n - kaskadno vezanih mreža sa dva pristupa a - matrica rezultujuće mreže se dobija 
kao 
a=aVa?..av 
gdje je a) — a matrica k-te mreže iz kaskadne veze. Mnogi inžinjerski sklopovi koriste 


kaskadnu vezu (električni filtri) i služi za analizu kola sa raspoređenim parametrima preko 
kola sa koncentrisanim parametrima. Na pitanje da li postoje uslovi koje koje sastavne mreže 
treba da ispunjavaju, odgovor je da ne treba tj. da za kaskadnu vezu nema uslova regularnosti, 


jer se kaskadnom vezom ne može izmijeniti topologija i parametri sastavnih mreža. 


6.14 Konvertori impedansi 


Posmatramo mrežu sa dva para krajeva koja je zadata a — matricom i zatvorena na pristupu 
2-2" impendansom Zə kao što je prikazano na slici 6.159 
Definicija: Idealni konvertor impendanse je električno kolo sa dva para krajeva koje, kada 


je na jednom paru krajeva zatvoreno impendansom Zə, na drugom paru krajeva predstavlja 
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Slika 6.159: Mreža sa dva pristupa 


ulaznu impedansu Z/1, koja je direktno proporcionalna Zə tj. 
Zi = kZ 


Dakle, konvertor impedanse mijenja samo vrijednost impedanse ali ne i njen karakter (pretežno 


induktivni ili kapacitivni). Pođimo od relacije za ulaznu impendansu preko “a”-parametara 


4142 + 412 


Zi = 
Li i Z 
49149 499 


da bi od ovog izraza dobili izraz u definiciji, treba da se ispune sledeći uslovi 


ag = 0 
a = 0 
pa je 
a 
Z==2=kZ 
422 
gdje je 
k= 411 
422 


faktor konverzije. Dakle, uslovi da bi električno kolo bilo idealni konvertor su 


4» = 0 
du = 0 
an £ 0 
a» £ 0 


Zatvorimo sada primarne krajeve impendansom Z; kao što to pokazuje slika 6.160 


Q21 + Uo 


/ = 
Z= 7 
Q211 + 411 
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Slika 6.160: 


Ako su zadovoljeni uslovi idealnog konvertora imamo 
422 
Z, = dp= KZ, 


k'— faktor konverzije 
k = 222 
i 
Dakle, faktor konverzije konvertuje impendansu u oba smjera, ali sa različitim stepenom kon- 


verzije. 
1 


K 


Izraženi preko “h"- parametara uslovi idealnog konvertora su 


k 


hy; = h, =0 
hagho; = -k 


Sada ćemo pokazati da je tipičan predstavnik idealnog konvertora, idealni transformator (slika 
6.161). 


Slika 6.161: Idealni transformator 
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Jednačine idealnog transformatora su 


U, = —muU, 
1 
Ih = ——I 
£1 m 


za saglasne krajeve, odnosno u matričnom obliku 
Ur Įm 0 U, 
L) Lo -zl(& 


odakle se dobija da je 


4% = 0 
4 = 0 
41 = om 
1 
0%. = “= 
m 


pa time idealni transformator zadovoljava uslove idealnog konvertora gdje je 


ko u = m2 
422 Gm 
odakle je 
Zi = m?Z, 


Dakle idealni transformator sa pristupa 1-1' možemo zamijeniti impendansom m?Z, kao što 


je prikazano na slici 6.162. 


= 
Ss 


Slika 6.162: 


Obratno, ako bi zatvorili pristup 1-1’ impendansom Zi, tada je ulazna impendansa sa 
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pristupa 2-2 


Z, = KZ, 
1 1 
k' = === 
k m 
j 1 
Zo = oi 


Dakle idealni transformator sa pristupa 2-2' možemo zamijeniti impendansom AZ kao što 


je prikazano na slici 6.163. 


b 2, 
| 
A U, 
| 
3! 
Slika 6.163: 


Prema tome, idealni transformator vrši konverziju impendanse u oba smjera, ali sa ra- 
zličitim stepenom konverzije. Idealni konvertor ne postoji (kao što ne postoji idealni trans- 
formator), ali je to ideal kome se teži i preko koga se modeluju realni konvertori govoreći o 


idealnim konvertorima u oblasti aktivnih linearnih kola. 


6.15 Inverotri impedansi 


Definicija: Električno kolo sa dva pristupa koje, kada je na jednom pristupu zatvoreno 
impendansom Z2, ima na drugom pristupu ulaznu impendansu koja je inverzno proporcionalna 


sa Zə za sve frekvencije, naziva se idealnim invertorom. 


Slika 6.164: 
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Po definiciji 


46,27 


Relacija za ulaznu impendansu preko “a"-parametara je 


Lam 41142 + 419 
e Niko 
42142 + ao 
Upoređivanjem ova dva izraza dobijamo 
ay = 0 
422 = 0 
rr _ m1 
el. = 
491 Zo 
gdje je 
G = 212 
421 


66299 


faktor inverzije. Dakle, uslovi za idealni invertor preko "a" - parametara su 


au = 0 
a» = 0 
ax £ 0 
41 F0 


Obratno, sa strane pristupa 2-2" imamo Z, kao ulaznu impendansu za zatvoreni pristup 1-1' 


sa Zi kao što je prikazano na slici 6.165. 


D L 2 


Zi 


Slika 6.165: 


Q21 + Uo 


/ = 
421 Lu + 411 
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Uz uslove inverzije imamo i uslov 


au = 0 

a9 = 0 

do 1 1 
Z = = Manje an 

421 Zi Zı 


Dakle, u oba smjera stepen inverzije je isti jer je faktor inverzije u oba smjera isti. Napomena: 
Za razliku od konvertora impendanse koji samo mijenja vrijednost zatvorene impendanse na 
ulazu, invertor mijenja i vrijednost i karakter impendanse. Na primjer ako je Zə impendansa, 
bila pretežno induktivna ulazna impendansa će, uz ispunjene uslove inverzije, biti pretežno 


kapacitivna i promijeniće vrijednost. 


PRE EEG E NE E 
£2 = JW =E wh m wC 


44,99 


Uslovi idealnog invertora preko “2"- parametara su 


žu = 0 
ž» = 0 
Žpža = G 


Tipičan predstavnik idealnih invertora je idealni žirator (uveo ga je francuski naučnik Telegen). 


Grafički simbol idealnog žiratora je prikazan na slici 6.166. 


Slika 6.166: Žirator 


Kod idealnog transformatora imamo samo vezu između napona i napona ili između struje 


i struje (zato idealni transformator i nema z i y matricu, već samo hibridne matrice). Za 


~N 


razliku od idealnog transformatora, žirator povezuje napon i struju na suprotnim pristupima, 
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pa je za šemu na slici 6.166a) 


U, = -rL 
U, = rh 


Smjer žiracije na šemi je suprotan od [, pa je predznak negativan. U matričnom obliku prikaz 


U, 
U, 


z - matrice: 


ili prikaz y - matrice 


(ov) 


ri 
IS IBS 
© e 
LL 
U 
ri 
l o 
I= 
O 31H 


gdje je g - provodnost žiratora 


1 
g= = 
= 
Dakle, 
Zu = 22=0 
21221 = -rr=G 


su uslovi idealnog invertora, gdje je G - faktor inverzije 
G= -r° 
Za šemu sa slike 6.1660) znak je pozitivan jer smjer žiracije i struje 12 imaju isti smjer pa je 


U, == rls 
U, = -rL 


Za 


analogno možemo dobiti i y - matricu. Dakle, ako imamo idealni žirator koji zatvorimo 


u matričnom obliku prikaz z - matrice: 


U, 
U, 


impendansom Zə na pristupu 2-2" kao što je prikazano na slici 6.167 


imamo da je ulazna impendansa jednaka 


Go T 
1 
4-2 6 
2 2 
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Slika 6.167: 
faktor inverzije G je 
G = r? 
a sa strane 2-2 
jA 
2 = ZS 


Idealni žirator se ne može realizovati, ali postoje aktivna kola koja vrše ulogu inverzije (realne). 


Razmotrimo sledeći slučaj (slika 6.168.). 


I hL 2 
+ r 
—> N 
U, U, C 
I" PM 
Zi 
Slika 6.168: 


Na pristupu 1-1’ ulazna impendansa je 


G r? 
mo 
La 4 
1 
Zo E = 
= JWC 


/ r? . 2 e 
j= = jwCr = jvL 
jwC 


po svojoj prirodi ova impendansa je kalem 


L= Cr? 
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Dakle, sa strane 1-1' kolo možemo zamijeniti šemom prikazanom na slici 6.169 


Slika 6.169: 

Ova osobina žiratora je veoma bitna za kola visoke integracije. Kalem je potpuno nekom- 
patibilan sa uređajima elektronike, a njegova funkcija je nezamijenjiva, pa se ovakvom kombi- 
nacijom žiratora postiže njegova funkcija. Ovo je fundamentalna korist žiratora. Napomena: 
Ulogu konvertora i invertora možemo dobiti pomoću aktivnih i linearnih kola. Dakle, os- 


novnom skupu idealnih elemenata R, L, C, m idealnog transformatora, dodajemo još i idealni 


žirator r(g). 
6.16 Kontrolisani izvori - Transdukteri 


6.16.1 Naponom kontrolisani naponski izvor (NKNI) 


Naponom kontrolisani naponski izvor (NKNI) prikazan je na slci 6.170. 


I 
I 
I 
HU: l U, 
I 
I 
I 


Slika 6.170: Naponom kontrolisani naponski izvor 


Relacije su: 
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što znači da je napon U, kontrolisan sa naponom U. U matričnom obliku 


L| 100 U, 
U, H 0 


L 


“g” - matrica NKNI 


9u 99 = 9, =O 
Jya Z H 


6.16.2 Strujom kontrolisani naponski izvor (SKNI) 


Strujom kontrolisani naponski izvor (SKNI) prikazan je na slici 6.171. 


I.“ oEsPe-==s=: b 2 
+ + 
| l 
| | 
bo m] 
U, rh i U, 

l | 
A = 
l l 
1 eee ze OM 


Slika 6.171: Strujom kontrolisani naponski izvor 


Relacije su 


U, = 0 
U, == rl 
U matričnom obliku 
U, m 0 0 L 
U, r_0 Í 
47" _ matrica SKNI 
Ž11 292 = 2), = 0 


6.16.3 Naponom kontrolisani strujni izvor (NKSI) 


Naponom kontrolisani strujni izvor (NKSI) je prikazan na slici 6.172 


I M. oso ss=es b 2 
+ o—— >o + 
| | 
| | 
mu 1 
U, l gU: l U, 
Eo i aa 
| | 
l | 
1' a an i eee » 


U matričnom obliku 


“y” - matrica NKSI 


Yi V =Y L 
Ya 7 


6.16.4 Strujom kontrolisani strujni izvor (SKSI) 


Strujom kontrolisani strujni izvor (SKSI) prikazan je na slici 6.173. 


ko ob SSSR Sasso bo 2 
+ + 
l l 
U | 
Db 1 
U, | al | U, 

U | 
l | 
po = 
1 še rece es o! 


Slika 6.173: Strujom kontrolisani strujni izvor 


217 


218 


U, = 0 
l, = al 
U matričnom obliku 
ARCE E: 
L a 0 U, 
“h” - matrica SKSI 
hy; hə = ho = 0 
ha = a 


Po svojoj strukturi, kontrolisani izvori su idealne mreže sa dva para krajeva. Dakle, idealnim 
elementima R, L, C, m, r(g) dodajemo i NKNI, SKNI, NKSI, SKSI. Sa svim ovim elementima 
možemo modelovati bilo koji realni električni uređaj. 

Problem: Da li možemo šemu idealnog transformatora i idealnog žiratora predstaviti 
preko kontrolisanih izvora? 


Odgovor: Prvo idealni transformator (slika 6.174) predstavimo kontrolisanim izvorima. 


pi gi b 2, 
Do s 
I * % I 
U, | U, 
I | 
| = 
l m:1 i 
IM eee mA ev 9 
Slika 6.174: 


Za ove oznake krajeva i referentne smjereve struja 


U, = mU» 


lL = -ml 


Ekvivalentna šema preko kontrolisanih izvora je prikazana na slici 6.175. 

Idealni transformator možemo predstaviti redno-paralelom vezom NKNI i SKSI (na 1-1’ je 
redna, a na 2-2’ je paralelna veza). Sažeta ekvivalentna šema idealnog transformatora preko 
kontrolisanih izvora bi bila kao ona prikazana na slici 6.176.: 


Napomnimo da je ovo sažeti oblik razvijene šeme idealnog transformatora preko kon- 
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Slika 6.175: Ekvivalentna šema 


1 


I I 
i = Pa l 
U, MU, < > [<T ml U, 
1' 2 


Slika 6.176: 


trolisanih izvora. Ako napišemo jednačine idealnog transformatora 


U, = mu 
l = -ml 
kao 
1 
U = —U 
Uo m 
1 
L = —1L 
m 


tada je (druga) sažeta šema idealnog transformatora preko kontrolisanih izvora prikazana na 
slici 6.177. ili u razvijenom obliku ova bi šema izgledala kao na slici 6.178. 
U pitanju je paralelno-redna veza jer na pristupu 1-1" imamo paralelnu vezu, a na pris- 


tupu 2-2' rednu vezu. Za vježbu: Nacrtati ekvivalentne šeme idealnog transformatora preko 
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Slika 6.177: 


Slika 6.178: 


kontrolisanih izvora za nesaglasne krajeve. Predstavimo idealni žirator prikazan na slici 6.179. 


preko kontrolisanih izvora. Jednačine za postavljeni smjer žiracije su 


U, = -rhi (6.257) 
U», = r4 (6.258) 


Relacija (6.257) predstavlja naponski generator kontrolisan strujom 12, dok relacija (6.258) 
predstavlja takođe naponski generator ali kontrolisan strujom Jı. Sažeta ekvivalentna šema 


je prikazana na slici 6.180 ili u razvijenom obliku kao na sledećoj slici 6.181.: 


Sa slike 6.181 vidimo da je ovo redna veza dva SKNI. Ako izrazimo jednačine idealnog 
žiratora kao: 
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zle r + 

I — 

poo nI 

U, | i U, 

bo NE! 
I I 
I I 

1/ ene, me mana mno » 

Slika 6.179: 

1 I L 2 
3 U 
U, rh rh U, 
1' 2, 
Slika 6.180: 

Lo = —gU, 

l = gU, 

1 
g = < 
r 


dobijamo šemu koja je prikazana na slici 6.182. Ekvivalentna šema u razvijenom obliku 
je prikazana na slici 6.183. Sa slike 6.183. vidimo da je u ovom slučaju ekvivalentna šema 


predstavljena preko paralelne veze dva NKSI. 


6.17 Osnovne podjele konvertora i invertora 
6.17.1 Podjela konvertora: 
1. Konvertori pozitivne impendanse (zadovoljavaju uslove idealnog konvertora) 


do = do=0 
an £ 0 
a9 # 0 
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Slika 6.181: 
1 ibi L 2 
= = | 
| gU> gu, | 
1 » 
Slika 6.182: 


uz uslov _d,,499 > 0. Napomena: Svi konvertori zadovoljavaju opšte uslove 


Qi = Qy =0 
au # 0 
422 X 0 


2. Konvertori negativne impendanse 
Kod konvertora negativne impedanse proizvod je 441499 < 0. 
U sklopu konvertora pozitivne impendanse razlikujemo: 


a) Ako je auya99 = 1 tada su u pitanju pasivni konvertori pozitivne impendanse. 


Karakteriše ih to da nemaju gubitke i tipičan predstavnik je idealni transformator. 


b) Ako je 4,199 = 0 to je neka od vrsta kontrolisanih izvora i to 
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gU 


Eadan "SA. ii ga a a POL ta 


Ni a ne i S Sani (a Li). Gi S 


æ — — — — — — — — mm 


Slika 6.183: 

- SKSI 
au = 0 
452 a 0 

- NKNI 
au # 0 
ax = 0 


- nulor (idealni operacioni pojačavač) 


411 = 412 = Q = Qa = 0 


c) Ako je a1, = ao» onda je to idealni pojačavač snage. 


U sklopu konvertora negativne impendanse razlikujemo sljedeće vrste 


a) Konvertor negativne impendanse po struji 


a > 0 


42 < 0 
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b) Konvertor negativne impendanse po naponu 


au < 0 


a2 > 0 


Konvertor negativne impedanse po struji prikazan je na slici 6.184. 


1 u b 2 
3 u 
MU UŽI 
== U = 


Slika 6.184: Konvertor negativne impedanse po struji 


Ulazni signal 1, poslije prolaska kroz NIC(C) mijenja smjer struje io pa se zato naziva 
negativni konvertor impendanse po struji (Negative Impendanse Convertor - po struji (C)). 


Jednačine su 


U, = kU, 
MSNu 
4 = = 19 


pa je matrica "a" parametara jednaka 


k 0 
a = 
Pe) 0 -_-i 


Napomena: Uvijek se uzima da su parametri k i g veći od nule tj. k > 0; g > 0. Očigledno 


je da su "a" parametri jednaki 


411 = k > 0 
1 
22 = SR < 0 


Konvertor negativne impedanse ponaponu prikazan je na slici 6.185. 
NIC(V) - Negativni konvertor impendanse po naponu. Ako smatramo da je u, ulazni signal 


kada NIC(V) mijenja smjer izlaznog signala napona u» prema 
u, = ku 


ili 
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1 u b 2 
i. U 
U U 


Slika 6.185: Konvertor negativne impedanse po naponu 


ui = kus 
Jednačine su: 
ui = —kus 
. 1. 
i = T7”? 
—k 0 
a = 
odakle slijedi 
1 


Posmatrajmo slučaj kada je konvertor zatvoren parametrima R, L ili C (slika 6.186.). Relacije 
su: 


Slika 6.186: 
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s Re e Ro 
ti —12 
Ly = -kL 

C 
Ci = T 


Dakle, pomoću NIC možemo da realizujemo negativnu otpornost, induktivnost ili kapaci- 
tivnost čime su to aktivni elementi. Vidi se da je NIC-nerecipročan aktivni element jer je 
deta = —1. 


6.17.2 Podjela invertora: 


1. Invertor pozitivne impendanse 


Svi invertori zadovoljavaju uslov: a1, =499 = 0, a9 £0 i a9, #0. Invertori pozitivne 
impendanse su oni kod kojih je 4,249, > 0 i razlikujemo dva slučaja u zavisnoti od toga da li 
je: 


a) 442494 = 1 onda je u pitanju invertor pozitivne impendanse, pasivan i bez gubitaka. 


To je idealni žirator. 
b) 442494 = 0 onda je to kontrolisani izvor, i to SKNI ili NKSI 
2. Invertori negativne impendanse zadovoljavaju uslov a;9491 < 0 i to: 


a) Invertor negativne impendanse prvog tipa koji je prikazan na slici slika 6.187. kod 
kojeg je a, >0 i 4, £ 0. 


1 u b 2 
7 a 
u U 


Slika 6.187: 


b) Invertor negativne impendanse drugog tipa koji je prikazan na slici 6.188. kod kojeg 


je @ <0 i a, 2 0. 
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b 2 


1 
Slika 6.188: 
Jednačine NIV(1) su 
1 
L = —-u2 


pa je matrica “a” parametara 


^? Q 

U 
rr 
lo 
sI 
DR 
LI 


Vidimo da je 


1 
41 = me 
F 
Jednačine NIV (2) su 
u = rl, 
1 
l = -uw 


pa je matrica “a” parametara oblika 


0 —r 
g = i 0 
Vidimo da je 
1 
4591 = r > 0 


NIV je aktivan recipročan element jer je 


deta = 1 
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Slika 6.189: 

Ro = -rG (6.259) 
C = -rL (6.260) 
L = -rC (6.261) 


Dakle, NIV vrši inverziju sa negativnim znakom (mijenja i znak i karakter impendanse na 
izlazu) što se vidi sa slike 6.189. i relacija (6.259), (6.260) i (6.261). 


3. Treća grupa su NULORI jer kod njih važi 


41,1 = 412 = 091 = 097 = 0 


Dakle, Nulor može da bude i invertor i konvertor. 


6.18 Idealni operacioni pojačavač 


Iz opisa kontrolisanih izvora vidimo da svaki od njih ima određeni tip matrice parametara, pa 


je pogodno izraziti “a” matricu kontrolisanih izvora u obliku: 
Je P 


fian atai 
a = | E | (6.262) 
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Kod kontrolisanih izvora egzistira jedan od parametara u matrici “a” koja je data relacijom 


(6.262). Imajući u vidu ovo možemo definisati 4 tipa operaconih pojačavača i to: 
a. ho —? OO 
b. 94, > o 


C. 291 > 00 
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d. Yy TD 


Matrica “a” parametara u ovom slučaju je jednaka 


** «4: 


1 
i. 2, 
| í 
2 
a 
EC = 9! 


Slika 6.191: 


Idealni operacioni pojačavač je Nulor jer su svi "a" parametri jednaki nuli, tj. 


41,1 = 812 = 091 = 097 = 0 


6.19 Riordanov žirator 


Predstavlja uopštenje konvertora, invertora i može se od njega dobiti bilo koji invertor, kon- 
vertor ili žirator. On se još naziva i Generalni Impendansni Convertor (GIC). Njegova šema 
je prikazana na slici 6.192. 

Ako tražimo Zu pokazuje se da je 


ZZZ; 


Z. = 
£Z ul VAA 


a u zavisnosti od prirode impendansi imamo: 
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Slika 6.192: Riordanov žirator 


a) Ako je Zi, = 2 = Z; = Z; = R odnosno da se radi o otpornicima istih vrijednosti, 


tada je ulazna impedansa jednaka 
R? 


ZA 


tada idealni žirator ima ulogu invertora impendanse 


b) Ako je Z; = R; gdje je i= 1,2, 3,4 tada je 


Ru R3 2 
= Z; =m Z 
Zu = RR” 45 
tada idealni žirator ima ulogu idealnog konvertora impendanse, odnosno idealnog trans- 


formatora. 


c) Akoje Z = = Go, Zi = Ri gdje je i = 2, 3,4 dobija se tzv. FDNR element 
(FREQUENCY DEPENDENT NEGATIVE RESISTANCE), tj. frekventno zavisni negativni 


otpornik. 


d) Na sličan način, tj. izabirajući različite vrijednosti impendansi možemo dobiti i druge 


vrijednosti i uloge, zato se i naziva GIC. 


6.20 Realni elementi 


Uvodeći ove aktivne elemente ušli smo u teoriju aktivnih mreža sa dva para krajeva. U pogledu 
opisa linearnih aktivnih mreža sa dva pristupa, ne razlikujemo ih od linearnih pasivnih mreža, 
tj. opisuju se također sa “a?,“b", “h”, “g”, “y”, “z” parametrima. Međutim, (kao što smo 
vidjeli kod NIC koji je nerecipročan aktivni element) opšta linearno aktivna mreža sa dva 


pristupa nije recipročna. Iz tog razloga, za razliku od opšte pasivne mreže sa dva pristupa, za 
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koju je bilo dovoljno poznavanje tri parametra, aktivna linearna mreža se mora opisati sa sva 


četiri parametra (nezavisna). Dakle, za linearnu aktivnu mrežu ne važi princip reciprociteta. 


Dioda se može predstaviti šemom kao na slici 6.193. (u određenom frekventnom domenu). 


Slika 6.193: 
Jednačine diode su 
ly = Gy 
ip = Gpup Ella 
tj. zapisano u matričnom obliku 
is | G; 0 Ug 
tp Im Gp Up 
vidimo da je 
Yis F Yo 


a to znači da dioda nije recipročni element, pa se u određenom domenu dioda mora opisati sa 
4 parametra. 

Tranzistor je tropol (iako se može prikazati kao mreža sa dva pristupa) i šematski je 
prikazan na slici 6.194. 


PNP NPN 
E C E C 


Slika 6.194: 


Tranzistor se može posmatrati kao aktivna mreža sa dva pristupa i u zavisnosti od režima 


rada, razlikujemo više vrsta zamijenujućih (ekvivalentnih šema). U zavisnosti od toga koja je 
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elektroda uzemljena, tj. koja je zajednička ulazno-izlazna elektroda, razlikujemo tri sprege: 
— sa zajedničkim emitorom 
— sa zajedničkom bazom 
— sa zajedničkim konektorom 


Emiter je u sve tri sprege jedan od ulaznih krajeva, a konektor je uvijek u izlaznom pristupu. 
Tranzistor sa zajedničkom bazom za neko područje rada, može se predstaviti šemom kao na 


slici 6.195. Šema tranzistora sa zajedničkim emitorom prikazana je na slici 6.196. 


Slika 6.195: Šema tranzistora sa zajedničkom bazom 


Slika 6.196: Šema tranzistora sa zajedničkim emiterom 


6.21 Teorija aktivnih mreža sa dva pristupa 


Aktivne mreže sa dva pristupa se zadaju sa sva četiri nezavisna parametra. Na primjer, za 


mrežu prikazanu na slici 6.197. matrica "2" parametara je 


z z 
Ži 212 
A = 
= Ž21 229 
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1 L L 2 
j i 
U, U, 
T >, 


Slika 6.197: 


6699 


Za aktivnu mrežu uopšte, potrebno je poznavanje “z” parametara. Mreža je recipročna ako 
je Zo = Z% a ako je 2,9 Æ Z% mreža je nerecipročna (i potrebna su sva četiri parametra jer 
između njih nema direktne veze). Za recipročne mreže najednostavnije su "T" i "II" mreže. 
Postavljamo pitanje: Kakva je ekvivalentna "T" šema za mrežu sa dva pristupa? Bez obzira 


da li je recipročna ili ne? Odgovor: Sistem jednačina 


U, = 2941 + Zoolo (6.264) 


prevedimo na sistem jednačina u sledećem obliku: 


U, = (z017 2p)L +2124 +1) 
U = (zə — 212)13 + (291 — Zell +22(li +) 


Na temelju ovih jednačina možemo da nacrtamo sljedeću šemu prikazanu na slici 6.198.: 


Slika 6.198: 


44,27 


Za slučaj recipročne mreže “z” parametri 2,2 = 29, pa Je 24) — 219 = 0 i na taj način 
dobijamo "T" mrežu. Nerecipročna mreža ima 22, Æ 2,7 pa dobijemo proširenu "T"-mrežu 
kao na slici 6.198. Riješimo prethodno postavljeni problem preko “h” parametara (slika 
6.199.) 


Mreža je nerecipročna ako je hi»  —ho,. Mreža je recipročna ako je h;, = —ho,. Sistem 
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= 
[m~ 
Is 
N 


U, U, 
i S 
Slika 6.199: 
jednačina za “h” parametre je: 
U, = hah + RioUo (6.265) 


Jednačinu (6.265) možemo shvatiti kao pad napona na impendansi hi, i naponski generator 
kontrolisani sa naponom U». Ovoj opštoj mreži možemo priključiti sljedeću šemu prikazanu 
na slici 6.200.: 


Slika 6.200: 


Dakle, proizvoljnu mrežu sa dva pristupa možemo prikazati šemom kao na slic 16.200. Ri- 


66, ,22 


ješimo postavljeni problem za “y”? parametre. Neka je data opšta mreža zadata “y” matricom 
kao na slici 6.201. 


1 1 Do 2 
j | 
U, U, 
í 3 


Slika 6.201: 
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Mreža je recipročna ako je y,, = y,, a nerecipročna ako je . Sistem jednačina je 
212 22 Yis F Ya 


l = YU + 9,55 (6.267) 
L Ya Ui + YoU (6.268) 


i ako ih preuredimo dodavajući i oduzimajući y |x, dobijamo 


L = (9, +Y)U +y (U — Uo) (6.269) 
Lo= Aa HU) Uz = 40 SU) Fg =a (6.270) 


Ovom preuređenom sistemu jednačina pridružujemo ekvivalentnu šemu prikazanu na slici 
6.202.: 


Slika 6.202: 


Ako je mreža nerecipročna imamo šemu na slici 6.202. Ako je mreža recipročna i kada je 
Yia — Y = 0 tada dobijamo standardnu "TI" mrežu bez NKSI. Sistem “y” jednačina možemo 


preurediti na još jedan način 


L = YU T 9,5, (6.271) 
l> = Li + 9, (6.272) 
i to kao 
OE e e (U — T +19, (U2 — U) (6.273) 
IL, = (Ya +Y; )U2-— Yy (U — U) (6.274) 


Ovim jednačinama odgovara sljedeća proširena "II" mreža kao na slici 6.203. 


Ako je y,, = Y, proširena "II" mreža se svodi na običnu "II" mrežu. 
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Slika 6.203: 


6.21.1 Negativni konvertor izražen preko kontrolisanih izvora 


Izrazićemo strujni negativni konvertor NCI(C) prikazana na slici 6.204. preko kontrolisanih 
izvora. 


& 2 


Slika 6.204: 

Jednačine su 
u) = ku 
i = ku 


Šema preko kontrolisanih izvora je prikazana na slici 6.205.: 

Pitanje: Kako ostvariti negativnu otpornost (provodnost), preko kontrolisanih izvora i na 
taj način postići aktivne elemente? Odgovor: Možemo ostvariti na 2 načina 

Prvi način: Kao što pokazuje slika 6.206.: 


Sa šeme se vidi da je 


E 
V 1 
Ru = 7 


G 


tj. na pristupu se kolo ponasa kao negativna otpornost. 


Drugi način: Kao što to pokazuje slika 6.207.: 
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Ka 
| 


Ru 
Slika 6.206: 
Dakle, vidi se da je 
V = -rI 
V 


6.21.2 Nulator i Norator 


Nulator i norator su elementi (rezistivni) sa jednim pristupom. Na slici 6.208. je šematski 
prikazan nulator dok su njegove karakteristike 
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— = — 
wo 
+—<=—> 


Ru 


Slika 6.207: 


Slika 6.208: 


Karakteristika noratora je da struja i napon imaju proizvoljne vrijednosti a šematski prikaz 


je kao na slici 6.209.: 
pre si 


"= 


Slika 6.209: 


Naravno, ne postoji realni element sa osobinom nulatora ili noratora, ali su oni pogodni za 
mreže sa dva pristupa i uvijek se javljaju u paru kao patološka mreža sa dva pristupa, kao na 
sljedećoj šemi (slika 6.210.): 

Nulor može da predstavlja ili idealni tranzistor ili idealni operacioni pojačavač. Tamo gdje 
je nulor, tačke napona su na istom potencijalu, pa je struja jednaka nuli ¿ = 0. Predstavimo 
kontrolisane izvore pomoću nulatora, noratora i nulora. Strujom kontrolisani strujni izvor 
(SKSI) prikazan na slici 6.211. a ekvivalentna šema data je na slici 6.212. 

Napon U; = 0 što se može zaključiti i posmatranjem šeme na slici 6.211. pa možemo taj 
dio kola zamijeniti sa nulatorom po njegovoj osobini da mu je napon na ulazu V = 0. Sa šeme 
na slici 6.212 se vidi da je 


RA, 


| 

X 
w 
IS 
w 


Ig = =h 
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t > 
— £ —— do 


do esse » 
Slika 6.210: 
h ------------ I 
+1 4 | 2 2) 

bo o] 
l l 

U, alı | U, 
| 

KC a 
l l 

1 esa OM 


Slika 6.211: 
odnosno 
RA 
I> = -(1+ —)I 
do (1 + Ra 
L = -l4 -Íg 


Napon U, = 0 zamjenjujemo sa nulatorom u paralelnoj grani jer je 1, £0 tj. L, = 1, dok 
je struja kroz nulator jednaka nuli. Naponom kontrolisani naponski izvor (NKNI) je prikazan 
na slici 6.213. gdje je 

U, = uU; 


Pošto je /, = 0 vidimo da te osobine posjeduje i nulator, odnosno da je 


= 
U 
= 


I = 0 


pa je ekvivalentna šema kao na slici 6.214.: 


Nulator se nalazi u rednoj grani da bi struja 1, = 0. Napon U, = Uag bez obzira što je 


U;, =0 kao napon na nulatoru. Strujom kontrolisani naponski izvor (SKNI) prikazan je na 
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Slika 6.212: 
ie do em sna nene h 2 
ou s | + 
MN SNU 
I I 
U, MU, U, 
bo o 
I I 
1' ma a E ES E da inih » 
Slika 6.213: 
slici 6.215. Jednačine su 
U = rL 
U, = 0 


pa tu osobinu mijenjamo nulatorom a ekvivalentna šema je prikazana na slici 6.216. 


Naponom kontrloisani strujni izvor (NKSI) prikazan je na slici 6.217. Jednačine se 


I, = gU: 


Pošto je 1, = 0 ekvivalentna šema sa nulatorom prikazana je na slici 6.218.: 


i 
L = SU 
lo R 1 


Na slici 6.219 prikazana je kaskadna veza dva žiratora. Postavlja se pitanje šta ona pred- 
stavlja? Jednačine su 


1 
U, = oi 70 
1 
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Slika 6.214: 

IU - dj en kanSsenS= L 2 
+ + 
o | 
I I 
U, rh | U, 
m = 
I I 
1 — — -m » 
Slika 6.215: 


U matričnom obliku 


L 


U 


gdje je ovo "a" matrica prvog žiratora. Za drugi žirator 


BIH o 
o 


1 
U, rol I= —U, 
T2 
u matričnom obliku 
UI JIO r 
ES Rag 
Ta 
gdje imamo "a" matricu drugog žiratora. Zbog kaskadne veze rezultujuća "a" matrica se 
dobija kao 
m = 0 T1 0 T2 _ 5 0 
RRE RE E A S 
Ti T2 KJ 
a odavde se vidi da je 
Q12 41 = 0 
Ti 
T2 
T2 1 1 
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Slika 6.216 
l Z SEPAN Dop 
bod ua 
l l 
U, IU, U, 
NE o] 
l l 
i" ENEA EEEE JE PRE ton = » 
Slika 6.217: 


Ovo su osobine idealnog transformatora, pa ova kaskadna veza dva žiratora predstavlja idealni 


transformator. 


6.21.3 L - mreže 


Ako su uslovi rada dvije mreže prikazane na slici 6.220 a) i b) takvi da je 12 < I, onda se 


može za neku učestanost s u kompleksnom obliku napisati: 


1. Za šemu AR — L kola 


sL 
U. = sLI = U. 
2(s) = sL (s) RSL 1(5) 
odakle se dobija da je transmitansa napona 
U (s) sL 
M(s) = = 
VU SO pe 


Ako su parametri tako izabrani da je vremenska konstanta 


ee 
R 
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1 2 
3 i 
U, U, 
1' 2’ 


Slika 6.219: 


mnogo manja u odnosu na interval t u toku kojeg se napon V;(s) značajnije promijeni, 


možemo približno da pišemo 


h(s) = ts) (6.275) 
E SSV) (6.276) 
i da je transmitansa napona 
M(s) = = 


Slika 6.220: 
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U vremenskom domenu relaciji (6.276) odgovara relacija 
ualt) = =— (6.277) 


Relacija (??) pokazuje da ovo kolo ostvaruje funkciju diferencijatora ulaznog napona %1 i 


naziva se diferencijator. 


2. Za šemu R— C kola 


Us(s) = RI(s) = nai 


Ako je vremenska konstanta 


T = RC 


dovoljno mala u odnosu na interval vremena u okviru kojeg se U1 (s) značajnije promijeni 


tada važi 


a 
> 
vA] 
— 

M 
[VA] 
Q 
S 
> 
vA] 
x 


U vremenskom domenu 


pa je ovo kolo diferencijator ulaznog napona. 


Posmatrajmo mreže date na slici 6.221. a) i b). Ako su uslovi rada takvi da je 12 < I, 
tada je: 


Slika 6.221: 
3. Za šemu L— R kola 
R 
Us(s) = rul) 
M(s) = Cels) u 
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Ako je vremenska konstanta 


mnogo veća u odnosu na interval £ za vrijeme za koje se U: (s) značajnije promijeni, 


možemo da napišemo 


R1 
U(s) = 7746) 
1R 


Prema tome, izlazni napon je integral ulaznog napona, pa se ovo kolo naziva integrator. 


4. Šema R- C kola 


Us(s) S res U: (s) 
GE 
M(s) = = I 
R+ 5 
Ako je vremenska konstanta 
T = RC 


mnogo veća u odnosu na interval t za vrijeme kojeg se Ui(s) značajnije promijeni, 


možemo približno da pišemo 


1 1 
Uz(s) = FO: 1(s) 
1 
M(s) = SRC 


1 ovo je kolo je takođe integrator. 


Sa stanovišta tehnologije i za diferencijator i za integrator, pogodnije su šeme sa Ri C 


elementima, jer su Ri C kompatibilni elementi sa uređajima visoke tehnologije. Pošto je 


Tr 


pojačavač. Idealni diferencijator je prikazan na slici 6.222. 


R 


Slika 6.222: Diferencijator 


du1 U? 
C—+C=0 
ad R 
U? dui 
e le G= 
R dt 
dui 
= -RC 
u(t) dt 


što predstavlja integrator. 
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Ž malo ili T = RC veliko, to je izlazni signal u2(t) mali pa se dodaje operacioni 
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6.22 FILTRI 


6.22.1 Opis i karakteristični parametri filtra 


Slika 6.224: Filtar sastavljen od 3 ćelije "T" tipa 


Filtar je složena električna mreža sa dva para krajeva formirana od kaskadne veze obično 
simetri- 
čnih "T" i "II" mreža. Svaku mrežu u sastavu filtra nazivamo ćelijom filtra. Broj ćelija 
je u opštem slučaju n, a u našem slučaju n = 3 ćelije koje predstavljaju "T"-mreže kao što 
je prikazano na slici 6.224. Pristupni krajevi 1-1' i 4-4 zatvoreni su karakterističnom im- 
pendansom Z! jedne njegove ćelije. Ovim je postignuto da je ulazna impendansa filtra 
računata u bilo kojem presjeku između dvije ćelije sa jedne i druge strane presjeka jednaka 
impendansi jedne ćelije filtra. Za karakteristične transmitanse napona i struja pojedinih ćelija 


filtra, uzimajući da je filtar obrazovan od n — ćelija koje su iste, važi 


Me. U 
U> U; Unyi 
N=2_2 L, 
L Í; Layi 
Pošto je mreža simetrična, važi da je 
M.=N 


C C 


Ako obrazujemo proizvode transmitansi pojedinih ćelija, dobijamo 


uzimajući u obzir da su struje ćelija iste tj. 


LE. Ihr 
LIL Ad 


proizvod je jednak 


pa je 


Karakteristična prenosna funkcija filtra 


I ILN” I 
L jitra E In N fitra = |n TO = In (2) =nln i = nE 
>n+1 


P jitra = nE, 
za kaskadnu vezu. Imajući u vidu da je 
I jitra = A filtra + JB fittra = n(Ac + jBe) 
m 


jedme ćelije 
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(6.278) 


A filtra = NA.— funkcija slabljenja je n— puta veća od funkcije slabljenja jedne ćelije 


Bfitra = nBe— funkcija faznog slabljenja je takođe n— puta veća od funkcije faznog 


slabljenja jedne ćelije 


Pošto je ulazna impendansa filtra u bilo kojem presjeku jednaka karakterističnoj impen- 


dansi jedne ćelije, a karakteristična funkcija filtra je n puta veća od karakteristične funkcije 


jedne ćelije (gdje je n broj ćelija filtra) možemo izvesti zaključak: Filtar je u pogledu napona 


i struja na pristupnim krajevima 1-1’ i (n+1)-(n+1)' (u opštem slučaju) potpuno određen 


karakterističnim parametrima Z., I',, n gdje je n— broj ćelija filtra. 


6.22.2 Osnovne jednačine filtra 


Z 
ARETA AA Par 
Le (22 ( +2) 


ZZ 


Z 
(1+) 


T.=21 144 Ža 
GONE 123. 42 


ili preko Campbell-ove jednačine 


Za ćelije od "T" — mreža 


Za ćelije od "1I"— mreža 


Z 
ures 
cosh 1. Toz. 
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6.22.3 Propusni i nepropusni opseg 


Definicija.  Propusni opseg je onaj opseg učestanosti u kome filtar propušta struje bez 
slabljenja tj. za koji važi 


l= Ini 


odnosno 


I 
Ac = In #Ž (6.279) 
L 


Kada relaciju (6.279) pomnožimo sa n dobijamo 


nAc = ln (2) 
L, 


I 
A iltra Z = =0 
filt SE 
tada je 
I 
A filtra =nAc= ln zm 0 => A filtra = 0 
>n+1 
pa je i slabljenje struje svake ćelije filtra 
A: =0 


Definicija: Nepropusni opseg je onaj opseg učestanosti u kojem filtar propušta oslabljene 


struje tj. 
L > lnn 
po efektivnoj vrijednosti. Tada je 
I 
Lun 


I 
A filtra =NAc= ln -e > 0 = A filtra >0 
>n+1 


Dakle, u nepropusnom opsegu slabljenje filtra u cjelini i svake ćelije je veće od nule. Na osnovu 


ovoga možemo filtre podijeliti u 4 realne grupe: 


1. Filtri niskih učestanosti, su filtri koji bez slabljenja propuštaju struje učestanosti w 


u opsegu 


0<w<uw 


a izvan tog opsega ih slabe, gdje je we— kritična vrijednost niske učestanosti. 


2. Filtri visokih učestanosti, propuštaju bez slabljenja struje učestanosti w > wę a slabi 
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| 
| 
| 
| 
4=0 | 
7 


A. >0 
Ww 
nepropusni 
opseg opseg 
Slika 6.225: 
struju učestanosti 
0< w< Wwe 
gdje je w.— kritična vrijednost visoke učestanosti. 
I 
l 
l 
l 
A >0 | A =0 
l 
W 
propusni 
opseg opseg 
Slika 6.226: 


3. Filtri propusnici opsega učestanosti, bez slabljenja propustaju struje učestanosti u 
opsegu 


We; LW < Wo, 


a izvan tog opsega ih slabe, gdje su we, i We, — kritična vrijednost filtra propusnika opsega 


učestanosti. Ponekad se naziva i pojasni filtar. 
4. Filtri nepropusnici opsega učestanosti, filtri koji slabe struje u opsegu 
We SW < Wo, 


a izvan tog opsega ih propuštaju bez slabljenja, gdje su wą i w.,— kritična vrijednost 


filtra nepropusnika opsega učestanosti. 
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= 
U 
o 


A. > 0 A >0 
We, We, 
nepropusni propusni nepropusni 
opseg opseg opseg 
Slika 6.227: 
| l 
| | 
I I 
| | 
| | 
A=0 | A20 | A=0 
| | 
r | 
Va Wo 
propusni nepropusni propusni 
opseg opseg opseg 


Slika 6.228: 


6.22.4 K-filtri 
"K"_filtri niskih učestanosti 


"K" filtar niskih učestanosti prikazan je na slici 6.229. Ukupna redna impendansa 


Zi = jwlı = WwLje!ž 


a ukupna otočna impendansa 


1 1 
Zə = = — e71? 
= IWO NIN 
Proizvod ove dvije impedanse je jednak 
Li iZ jE Li 
ZiZa = or 12 G ~ R? = const (6.280) 


Proizvod ukupne redne i ukupne otočne impendanse je konstantan (relaicja (6.280)), i to 
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Slika 6.229: "K" filtar niskih učestanosti: (a) T-ćelija; (b) II-ćelija 


je osobina svih "K"-filtara. Zato se i zovu K filtari (k-const). 


Z 
Z = 4|ZZ (| 1+ 
Le laz. ( + 2) 


ZLE, = VAVA = K 


R? 
TI 
4 = zT 


Ako označimo 


N = ==> = me 

== 42. 4_e-35 4 : 
w? LC 

N = jr 

= 4 


tada je moduo veličine IN. jednak 


odnosno 
N = Ne" 
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Dakle, za ovaj filtar možemo napraviti tablicu osnovnih relacija 


r. = 2In(V1 + Nei” + V Nei") 
N _ LC ja 
za 4 
ZT = RV1+ Ne 
TI R? 
Zo = ZT 
Li 
P= = 
C2 


Posmatrajmo prvo karakterističnu prenosnu funkciju i opseg u kome se ona kreće 


L, = 21n(V1+ Ne" + VN") -2n (VI=N +63 VN) =2n(VI=N+jvN) 


Opseg VI— N > 0 je neki realan broj, pa je dalje 


r 


C 


2 2. 
i R IN) EN) zi -2n( N+ Neve) = 
= 2hn (ed) = 2n11+2Ine "trik 


N 
I, = j2 arctan IN Ac +jBe (6.281) 


Iz relacije (6.281) zaključujemo da je 
A=0 


iz čega proizilazi da nema slabljenja, pa je ovo propusni opseg. 


B. = 2arct — 
arctan IN 


Ako je 1 < N < œ tada važi V1 + Nef" = vl — N pa imamo: 


IH 
ll 


21n (VIF NE + Ne) =2ln (Vee + NE + VNEF) = 
= 2ln (Ver (VNer+ VN)) == 2ln [2 (VN=1+ VN)) = 
2lne'" +2ln (VN=1+ VN) =2ln (VN=1+vN) +ja=A.+jB, 
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odakle proizilazi 


PRE 2n (VN=T1+ VN) >0 
B = m 


Granica propusnog i nepropusnog opsega je 1 i to se postiže za neku učestanost 


W = We 
NG =a i 
LiCw? 2 
A EA 
4 VARTO 
Opseg koji se karakteriše preko N 
0O<N<I 
može preko učestanosti izraziti 
0< w< we 
propusni opseg 
l<N<oo 


nepropusni opseg 


nepropusni 


Slika 6.230: Karakteristična funkcija "K" filtra niskih učestanosti 


Karakteristična impendansa 


Karakteristična impedansa "T" mreže jednaka je: 


Z : 
Ze laz. (1 + ii ) = RV1 + Ne" 
29 
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Akoje0 < N<1 ondaje VI — N > 0 realno pa je karakteristična impedansa 


Z=RVI-N=RI 


Na osnovu ove relacije vidimo da se karakteristična impedansa ponaša kao čista termogena 


otpornost u propusnom opsegu. U nepropusnom opsegu je: 


ZI = RV1+ Ne" = RVeire i" + Neit = R&žvVN—1=jRVN—1=jXI (6.282) 


Na osnovu relacije (6.282) vidimo da je 


XI=RVN-1 (6.283) 


zu R? R? m R? RBR 
ŽE O BI SNU INO 
Za propusni opseg 


no Ë R 


= = II 


Z = mmm 
M Tr snene 


po 6.284 
C KG ( ) 


Posmatrajući relaciju (6.284) zaključujemo da je ovo reaktivna otpornost ali za razliku od 
slučaja izraženog relacijom (6.283) ima kapacitivni karakter. Za karakterističnu impendansu 


prikazanu na slici 6.231. (mijenja karakter pri prelazu iz PO u NO i da složeno zavisi od f(w)) 


Li Cow? 
u 4 
2 
We = ——— 
vlLiC2 
4 
g L,C2 


pa je 


Slika 6.231: Karakteristična impedansa "K" filtra niskih učestanosti 
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Vidimo da ulogu filtra igraju "T" i "II" mreža sa otpornostima u rednoj i kalemovima u 
g graj 


otočnoj grani. Obično se zadaju R,we. Kako je 


Li 
Ca 

4 
“ DC 


R = 


Iz relacije (6.285) izračunamo C% 
Lı 


m: 


i ako relaciju (6.287) uvrstimo u relaciju (6.286) imaćemo 


C2 


a 4R2 4R? 
G = =. = 
i Lili Li 
4 We 2 4R? 
= = me L 
E ( 2 f 2 
= Baobal 
1 — We BR wR 


K-filtar visokih učestanosti 


Ćelija T tog filtra, u rednim granama bili bi kondenzatori, a u otočnoj kalem 


(6.285) 


(6.286) 


(6.287) 
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20, 20, C 


Slika 6.232: (a) T-ćelija "K" filtra visokih učestanosti; (b) II-ćelija "K" filtra visokih učes- 
tanosti 


1 1 
= jwCi DEL 
Z, = jvlo =WLse? 
Dia. = Pog edze i? = = = R? = const 
122 Ci 2 Gi 


(Osobina "K" filtra da je proizvod redne i otočne impendanse konstantna vrijednost) 


dag 
y- á -@ __1 a 
= 42,  4wLse)ž 4w?LaCi 
1 
N = d(N) = ———— 
= SE (M) 4w2 LC, 


N = Nez" 
KE ot (VI PNE V Nei) 
Z? = RV1+ Nei 


Analiziramo I, za opseg 0 <N <1 
TI, = 2hn (VI F Ner + V Nei) = 21n (VI N+ VN) = 
2 2 i 
= 2ln (VI ZNG IVN) —2ln (VI = N) y (vN) P 


—j arctan 4 / == : N . 
= 2ma(1-e" : 77) =0— j2arctan | 7o = A+ jB. 


A. = 0 


| N 
B. = —2arct — 
arctan I_N 


Propusni opseg 1 < N < oo 
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Is 
ll 


21n (VI + Nei" + V Nein) = 2ln(vejre-j" + Nei" + V NeT) 
= 2la F (VN=T+ VN)) = 21n (VN=1+ VN) zjr=A 03B. 
Ac = 2n(VN=1+vN) 


Be = -r 


Slika 6.233: Karakteristična funkcija "K" filtra visokih učestanosti 


Granica između propusnog i nepropusnog opsega 


N = 1 
W= w 
a 1 
=. 402 L5C, 
1 
We = — 
24/ LoC 
Ni = 1 W= ie 
N — 0 W — œ 
N — oo w — 0 
Propusni opseg 
O<N<1 W =W 


Nepropusni opseg 


Ponašanje karakteristične impedanse 


0 < N<1 We L w KO 
Z? = RV1+ Nei = RV1-N = R! 
=" R R__pn 


E ÆR JIEN 


U nepropusnom opsegu je 1 < N < œ i 0 <w < we pa imamo: 


ZT = Rveiredr + Neit = Re VN —1 = -jRVN —-1= jX] 


Zu R R R’ == jX! 
= ZO 09. ARNE : 
XE = = 

i N—1 


Polazeći od ovoga 


1 
N = 
4w2 LC, 
1 
Ja an 
MES AO 


Slika 6.234: Karakteristična impedansa "K" filtra visokih učestanosti 
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Parametri koji se zadaju su R i we. Treba odrediti Lə =? i C1 =? Kako je 


Í 
W= (6.288) 
1 
1 
u = ILE, (6.289) 


i ako iz relacije (6.288) vrijednost za Ci uvrstimo u relčaciju 6.289) 


2 I 2 2 
UJ = = 
5 4ALoCi € ALL 
R? R 
LR = — = hL s 
2 4w2 : We 
LS 1 
Ci 2 2We 


(a) 


Slika 6.235: "K" - filtri propusnici opsega učestanosti: (a) T - ćelija; (b) II - ćelija 


Polazeći da se ukupni parametri nalaze u otočnoj i prvoj i u drugoj slici u rednoj, kako su 


ukupne impendanse bile izražene na isti način. 


Ku WC, wC 
Z 1 w Lo 
Do = 
J (wo, = +) wLa — 1 
Lo uWLiCi —1 
LZ = A 6.290 
= Ci w? LoCo — 1 ( ) 


Proizvod ZZ, u opštem slučaju nije konstanta a da bi to bio K-filtar ovaj proizvod mora 
biti konstanta, stoga moramo učiniti da u relaciji (6.290) i brojilac i imenilac budu jednaki 


jedinici odnosno: 
w? La Ci —1 m 


> =R = t 
SELO, 1 cons 
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odnosno 


MCG = LO (6.291) 


Razmotrimo opseg učestanosti u kome je w?L1C1 — 1 = w? LCa — 1 < 0 i tada imamo 


1 1 
W < = = Wo 
VLiCi V L2C2 
w? Lic = 1 1 = PAOA 1 = LC —ji 
Za) py = aa 


= WC WC WC 


= 1— w? LCi 


mod (Zi ) WC, 


(6.292) 


U ovom opsegu reaktansa je kapacitivnog karaktera što se vidi i iz relacije (6.292). Za 


impedansu Z, imamo 


Z = w Lo wLa jE 
= = ===. > — € 
ži NLO, — 1 1— w2 LCa 
wLa 
mod (Z>) = E A ZLO, 


Za se ponaša kao reaktansa kalema u ovom opsegu. Iz ovog razmatranja zaključujemo da se 
Z i Z ponašaju kao impendanse filtra visokih učestanosti, jer je redna impendansa pretežno 
kapacitivna, a otočna pretežno induktivna. 


Zo (1-2)? _, 1— BO) 2 
N = kl M = e A. IT 6.293 
O 42 WGC ZVO o o 


Posmatrajmo drugi slučaj tj. opseg kada je W*LyC, — 1 = w? LCa — 1 > 0 odnosno 


1 1 
= = Wo 
VLliCi VLC 


W > 


Ukupna redna impedansa će biti 


GRBIĆ — 1 jm 
= GE 


= 6.294 
| WC, ( ) 


dok je njen moduo 
= w? LCi — 1 u 
= wC 


i na osnovu relacije (6.295) vidimo da ima pretežno induktivni karakter. Ukupna otočna 


mod [Z,] 0 (6.295) 


impedansa će biti jednaka 
wL gm 
F = 2 ei? 6.296 
Sem L Ko 
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a njen moduo 


w Lo 
dZ = ——— 6.297 
ima pretežno kapacitivni karakter. Dakle u ovom opsegu radi isto kao filtar niskih učestanosti. 
Sada je 
Z 20 1) s 2 LCi — 1 ; 
aE e a (6.298) 
42. 4w2L2oCi 2w LCi 
Upoređujući relacije (6.298) i (6.293), možemo napisati 
Rope ana 
N = mod|N]| = | ——— 6.299 
med = (SEE) SU 
N = Ne (6.300) 


Sada možemo napraviti tablicu osnovnih relacija 


T, = 2n (VI+ Ne + V Net ) 
ZT = R 1 + Nežir 


R? 

TI 

Ze = ZT 

MM = ; 
= 2WV LoCi 
1 
LC = LC. p= 
101 202 W JaC 

(—) zaw < wo (+) za w > wo 


Analizirajmo T. u opsegu 0 < N < 1. Tada je VI — N realno pa je karakteristična funkcija 
jednakaDakl 


+j arctan 4/ —x z N j 
P. = 21n (VTN £ jVN) = 2m (1 t =) = 0+ jarctan — = A+ jB. 


1— N 
(6.301) 
Na osnovu relacije (6.301) vidimo da je: 


GAS 0 
B. = —2arctan I_N za W < uy 
B 2arct i > 
e = 2arcta o 
rctan IN za o wW>uw 


Pošto je A. = 0 u pitanju je propusni opseg. Za N > 1 vidimo da je V1 — N imaginarno pa 


263 


je karakteristična funkcija 


r. = 2ln (VIF Ne= + V Ne=) = 2]n (Ve re" + Neži + V Ne=) 
= 2n(VN=1+VN) +jr=A.+jB, 
Ac = 2 (VN=1+vN) 


Be = =r za W < Wo 


Be = rT za W > Wo 


Granica između propusnog i nepropusnog opsega je N = 1 


T ( ° LCi — 1 
= 2WY/ LoCi 


w LCi 1 
> = +H=vLGOi+2VLCwW-Ii=0 
a TO 101 201W 

ri +V LoCi E yV LCi + LC 


LC, 
> s (bm 
vVLiCi Li Li 
Od ova 4 rješenja biramo ono koja su pozitivna jer je w realna fizička veličina i dobijemo 
Wa = =a 1 = 6.302 
dt; / 
Wi = 1+ 
: re Kit P 3 


Relacije (6.302) i (22) predstavljaju kritične učestanosti filtra propusnika učestanosti. Ako 


obrazujemo njihov proizvod dobijamo 


1 PM 1 ; 
= 1 = = = z 
We; We LO, ( + A z) w$ (6.303) 


Wo E: aUe (6.304) 


Prema tome w, leži u intervalu 


We; 
N 
N 
N 
N 
N 
nepropusni opseg 
/ 
0 We 
N=1 


N = œ 


ponaša se kao filtar 
visokih učestanosti (VF) 


< Wo < We 
= 0 W=, 
= W = Va 
= I W = Wo 
= OO W= 
= O = OO 
propusni nepropusni opseg 

opseg 

wo Wo w 
N=0 N=1 N = œ 

i ponaša se kao filtar 
niskih učestanosti (NF) 

Slika 6.236: 


Za opseg 0 < N < 1 impedanse će biti 


RVI-N=RI 
(za af 
Sam mu 


=c 


Za nepropusni opseg je N > 1 pa imamo 


ZT = RV1+ Nei" = RVe ireir + Neti" = +jRVN — 1 


Za W < Wo 


= Ki 
RVN —1 
R? 
= Xr 
0 W < Wo 
0 W > Wg 


Za ove filtare zadaju se R, wc, We, a četvrti parametar se dobija preko ova tri 


Wo = VVe We, 
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. Koristeći 
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ponaša se kao filtar ponaša se kao filtar 
visokih učestanosti (VF) | niskih učestanosti (NF) 


ponaša se kao filtar e 
visokih učestanosti (VF) niskih učestanosti (NF) 


Slika 6.237: 


dobijamo parametre 


2 
Ly = i 
Wes We 
2 
C = ——— 
(We, = Wa) R 
C, z Wez = We 


2 RWe We, 


"K". filtar nepropusnik opsega učestanosti 


Ukupna redna impedansa jei otočna impedansa 


ži = (6.305) 
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L /2 L /2 L 
€O hk 2C, 2L, C, 2L, 
m. 


(a) (0) 
Slika 6.238: "K" - filtar nepropusnik opsega učestanosti: (a) T - ćelija; (b) II - ćelija 


a ukupna otočna impedansa je 


7 1 jw? LC, — 1 
Z= Lo — = 6.306 
sus (e ? Z) WC ( ) 
Ako napravimo proizvodi 
w? LoCo — 1 Li 
ZLI=———>—>— = 6.307 
== w2 LCi — 1 Co ( ) 


U relaciji (6.307) proizvod mora biti da bude konstantna vrijednost za "K"-filtar pa mora biti 


ispunjen uslov 


LC, = LO 
1 1 


JG NGC 


Posmatramo opseg w?LiCı — 1 = w? LoCo —1 <0 tj. 


Wo = 


1 1 
w < = =W 
vVLliCĆi VLC 
Tada je 
: Liw wL Swi 
Z = = J 
= J 1— w2 LCi 1 — Ae 
Za ovaj opseg takođe imamo 
Z w? LCa ; 
N= 4 = na 4 MS o 6.308 
SO NZ E EO =L 600 Gale 
ako označimo 
2 
VL 
N = wv LC? (6.309) 
2 (1 — LC?) 


N = Ne” (6.310) 
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Posmatrajmo slučaj opsega w? LC — 1 = w?LəCo — 1 > 0 uz uslov da je w > wọ tada su 


impedanse 
wL 


VRS ZE 
aE 
Relacija (6.311) predstavlja kapacitet kao kod V.F 


3 (6.311) 


= — e 2 


6.312 
£2 WC ( ) 
Relacija (6.312) predstavlja kalem kao kod V.F 
Z T VLC. 
njam me. e (6.313) 
42. 4 (L{C,w? SG 1) 2 (w? LCi TA 1) 
N = Ne” (6.314) 


Tabela osnovnih relacija je 


D, = 2I (VIE Ne + V Ne ) 
N 2 Nei" 
2 
N = wy LCa 
EAEN 
z? = R 1 + NetiT 
R? 
II 
Z = gT 
Li 
nee 
Ca 
(H) za w <w (=) za u>w 
1 
bjo: — 
VLiCi 
LC = LO 


Analizirajmo slučaj kada je 0 < N < 1 odnosno kada je V1 — N realna vrijednost. Karakter- 
istična funkcija je jednaka 
E. = A F JBe 


a na analogan način kao i za predhodni filtar dobijamo 


Ae 10 (6.315) 

B. = TV ELI za W > Wo (6.316) 
1— N 

B. = —2Žarctan mam za W < Wo (6.317) 
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Pošto je A. = 0 (relacija (6.316)) zaključujemo da se radi o propusnom opsegu. Posmatrajmo 


opseg N > 1, tada je 


C = A+jB. 

A = 2mn(VN-1+vN) >0 (6.318) 
Bë = n za W < Wo (6.319) 
Be = -=r za W < Wo (6.320) 


Zaključujemo (relacija (6.318))da je ovo nepropusni opseg jer je Ae = 0. Granica između 
propusnog opsegu i nepropusnog opsega je N = 1, pa kao relaciju (6.313) izjednačimo sa 


jedinicom dobijamo 


2 
WW LiG WW Li4C2 
EM MS =+1 6.321 
(; (w? LCi = 5) 2 (w? LCi = 1) 
odnosno 
2L,C5w? FwW/ LC, —2=0 (6.322) 


Ako relaciju (6.322) riješimo po w dobijamo relaciju 


+/LO + VISLiC, 
ČAJ VJ 
4130, 


iz koje vidimo da postoje 4 rješenja. Biramo samo ona rješenja za w koja su fizički realna za 


(6.323) 


w > 0 i dobijamo 


1 © y Co 
bat (= dima 6.324 
= zal Ve i +2) sa 


1 O; y Co 
= ke 6.325 
Š IROA FE Gi an =) Jam 


Relacije (6.324) i (6.325) predstavljaju kritične učestanosti filtra nepropusnika opsega. Ako 


napravimo proizvod 


2 
dado == W} => Wo = VWa We 


tj 


Wa Ua Uo 


Tablica: 
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N = 0 W = 
N = 0 W = œ 
N = œ W = Wo 
N = 1 W = We 
N = 1 W = Weg 
propusni nepropusni opseg propusni 
opseg opseg 
0 We wo Wo w 
N=0 N=1 N = œ N=1 N=0 
i ponaša se kao filtar H ponaša se kao filtar 
niskih učestanosti (NF) i visokih učestanosti (VF) 
Slika 6.239: 


I za ovaj filtar zadaju se tri nezavisna parametra R, We, We, a odavde se dobijaju elementi 
filtra 


1 
(oa = 
: 2R (Wo — Va) 
jeme 2R (We, — Va) 
WeWej 
(GA = 2 (We, = We) 


RWeWe, 


Opšte:"K"-filtri imaju samo teorijski ali ne i inžinjerski značaj iz dva razloga. Prvi razlog 
je što su u pitanju idealni elementi R, L, C, a u stvarnosti se javljaju parazitne kapacitivnosti 
i induktivnosti. Drugi razlog je što je Z7 veoma složena funkcija frekvencije pa bi vrlo teško 
bilo prilagođavati R, L, C da bi se odredilo Z7. Dakle kombinacija L i C vrši raznu filtraciju 
signala koja se zasniva na rezonantnim pojavama električnog i magnetnog polja, imaju ve- 
liku primjenu u oblasti telekomunikacije. Filtri su električna kola koja ostvaruju određenu 
transformaciju ulaznog signala u frekventnoj ili vremenskoj oblasti. Operacija transformacije 
signala sa filtarom se naziva filtracija. Svojstva filtara mogu biti opisana kako u vremenskom 
domenu diferencijalnim jednačinama ili u frekventnom domenu pomoću frekventnih karakter- 
istika. Filtri se mogu dijeliti po više osnova: 

-prema propusnom opsegu (niske, visoke učestanosti, propusnici i nepropusnici) 


-prema obliku ulaznog signala: na analogne i na digitalne filtare 


270 


ponaša se kho filtar ponašk se kao filtar 
niskih učestanosti (NF) “| visokih učestanosti (VF) 
Slika 6.240: 


-prema karakteru: na pasivne i aktivne filtare, linearne i nelinearne, sa koncentrisanim i 
raspoređenim parametrima. Teroija filtara se tretira u okviru sinteze električnih kola, a sinteza 
ima dva dijela: aproksimaciju i teoriju razrade. Zato imamo podjele filtra prema aproksimaciji 


na: Besselove filtre (funkcije) i Čebišeljeve filtre (polinomi). 


Idealni filtar 


Iransmitansa napona 


Mije) = PEE = Mjo et 


ako je 


|M(jw)| 
0 (w) 
U,(jw) = M(jw)U,(ju) = Ke HU (jw) 


K = const 


wtk 


— S — 
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— S — 


Slika 6.241: Idealni filtar 


Prema pravilima za Furijeovu transformaciju, onda u frekventnom domenu imamo 


U(t) a 


tk = 


uslovi 


|M (3w)| 
0 (w) 


KU: (t — tx) 
d0(w) — B(w) 
dio. w 
= k = const 

= wtk 


Dakle pod ovim uslovima ulazni signal U, prolazi kroz filtar bez izobličenja uz pomjeranje 


po osi za tx (vremesnko pomjeranje). Ako je još ispunjen uslov k = 1 u pitanju je idealni filtar 


jer je U, po modulu jednak U; 


ANALIZA SLOŽENIH 
ELEKTRIČNIH KOLA 


7.1 Metode formiranja sistema jednačina električnih kola 


Karakteristike elemenata zajedno sa KIRCHHOFFOVIM zakonima obrazuju izvorno jedan sis- 
tem diferencijalno - integralnih jednačina čijim se rješavanjem uz date početne uslove određuju 
naponi u i struje 7 svih grana (elemenata). Kao središnji problem analize kola, potrebno je 
svesti taj sistem na jedan sistem od minimalnog broja potrebnih i dovoljnih jednačina čije 
rješenje određuje svve napone i sve struje elemenata kola i ovaj sistem potom efektivno ri- 
ješiti. Prema tome, analiza električnih kola (mreža) se, u krajnjoj liniji, svodi na dva osnovna 


pitanja: 


a) Formulisanje sistema jednačina čije rješenje određuje sve napone i sve struje elemenata 


i 


b) Efektivno rješavanje ovih sistema jednačina 


7.2 Sistemi jednačina promjenljivih grana 


Svaka grana je definisana naponom i strujom. U opštem slučaju to su nepoznate veličine. Za 
kolo od b grana imamo ukupan broj promjenljivih grana 2b (b— napona i b— struja). Polazeći 
od osnovnih jednačina u kompleksnom domenu: 

Kirhofov zakon za struje (KZN): 


ii 1= B'j (7.326) 


Kirhofov zakon za napone (KZN): 
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U = Qw 
BU=0 ili od (7.327) 
ree 7 U = A*v 
Karakteristike elemenata (KE): 
U+U,=Z (1 + 4) (7.328) 
ili 
I+L=Y (U + v) (7.329) 


n jednačina 


I=0 
U = 0 m jednačina (7.330) 


(av) 


U+U,=2Z (1 + 5) b jednačina 


(av) N 


ukupno n+m+b = b+b = 2b jednačina. Drugi sistem jednačina promjenljivih grana dobijamo 
ako uzmemo jednačine (7.326), (7.327) i (7.329): 


OI = 0 n jednačina 
BU = 0 m jednačina (7.331) 


1SPl1jRY (v + v) b jednačina 


ro 


7.3 Sistem jednačina struja grana 


Ovaj sistem je moguće formirati ukoliko su grane strujno kontrolisane, tj. ukoliko postoji 


impedansna matrica kola. Polazeći od jednačina (7.326) i (7.327) 


UD UD 


QI 
BU = 


NN 


a iz jednačine (7.328) izrazimo matricu napona U 


U=2ZI—U,+ ZI, (7.332) 
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i zamijenimo u jednačinu (7.327) dobijamo: 


BU = B(21-U,+2Z4)=0 


BZI=B (U; = zn) (7.333) 


NNN (av) 


Jednačina (7.333) zajedno sa jednačinama KZS formira sistem od b— jednačina 


OI = 0 n jednačina 
G (7.334) 
BZI=B (U; = za) m jednačina 
znači ukupno n + m = b jednačina. Sistem (7.334) se može kompaktno zapisati 
O 0 
D I = 7.339 
BZ |~ | %-Z4h a 
N 


Vgekv 


gdje se kao promjenljive javljaju samo struje grana. Rješavanjem sistema (7.335) po strujama 
grna dobijamo 
I=N vjeku (7.336) 


Zamjenom relacije (7.336) u relaciju (7.332) možemo odrediti i napone grana. NAPOMENA: 
Kvadratna matrica N je regularna jer se po njenim vrstama javljaju vrste matrice nezavisnih 


presjeka Q i nezavisnih kontura B koje su linearno nezavisne. 


7.4 Sistem jednačina napona grana 


Ovaj sistem je moguće formirati u slučaju kada su grane naponski kontrolisane, tj. ukoliko 


postoji admitansna matrica kola. Polazimo od KZS i KZN u osnovnom obliku 


CD Oo 


QI 
BU = 


NN 


i jednačine grana I + 1 =Y (v + uy) pomoću koje izrazimo matricu struja / u obliku 


N 


E YU =Ie)u (7.337) 


Zamjenom jednačine (7.337) u jednačinu (7.326) imamo 


QYU =Q (5 = YU) 


~N ~N 


Jednačina (7.338) zajedno sa KZN formira sistem jednačina oblika 
QYU =Q (5 = Yu) n jednačina 
BU = 0 m jednačina 


znači ukupno n + m = b jednačina. Sistem (7.339) se može kompaktno zapisati 


QY Q (5 = Yu) 
KUNA U = na a e 
Dee 0 
o 
M Jgekv 
tj. 
MU = Jgekv 
sa 


QY o(1 - Yo) 
M = 2. ; Jgekv = sa u Pa 


? 


~ B = 0 
Rješavanjem sistema (7.341) po ovim naponima 


U == MU jgeko 


ro 
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(7.338) 


(7.339) 


(7.340) 


(7.341) 


(7.342) 


i zamjenom dobijenog rješenja za U u jednačinu (7.337) možemo odrediti i struje grana. 


Kvadratna matrica M je regularna iz istih razloga kao matrica N. 


7.5 Sistemi jednačina nezavisno promjenljivih 


Mada predhodna dva sistema: sistem jednačina struja grana i sistem jednačina napona grana, 


rade sa redukovanim brojem jednačina b, umjesto 26, njihova praktična primjena nije naročito 


pogodna jer se, uz matrice impedansi/admitansi kola zahtijeva i poznavanje matrica Q i B. 


Dok je određivanje matrice Q( A ) relativno jednostavno, matrica B se za složena kola 


teže nalazi, osim za planarne grafove. Pokazaćemo da se broj nezavisnih jednačina, dovoljan 
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za potpuno rješavanje kola, može još više smanjiti ako kao promjenljive veličine odaberemo 


nezavisne struje ili nezavisne napone. 


7.5.1 Sistem jednačina nezavisnih struja 


Ovaj sistem se oslanja na sistem jednačina struja grana i stoga ga je moguće formirati ukoliko 
su grane strujno kontrolisane, tj. ukoliko postoji impedansna matrica kola Z. Jednačinu KZN 


ovdje posmatramo u alternativnom obliku 
I=B'j (7.343) 


gdje je j - matrica kolona nezavisnih struja. Ako relaciju (7.343) zamijenimo u relaciju (7.333) 


dobija se redukovani sistem oblika 


NNN N 


BZB'j =B (U, - ZI) (7.344) 


gdje se kao promjenljive javljaju nezavisne struje. Dakle, dobili smo sistem od m nezavisnih 
jednačina. Matrični proizvod 
BZB’ = Zm 


kao rezultat daje novu kvadratnu matricu Zm reda m čiji članovi imaju dimenziju impedanse. 
ona se naziva matrica impedansi nezavisnih kontura. Matrični proizvod 
B (0 = Z i) =V; 
je matrica ekvivalentnih naponskih izvora nezavisnih kontura, pa se sistem nezavisnih struja 
može može kompaktno zapisati 
Zmj = V3 (7.345) 


Rješavanjem relacije (7.345) po j dobijamo m jednačina oblika 
j = Zn Vg (7.346) 


Struje grana određujemo iz 


a napone grana iz jednačina 
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7.5.2 Sistem jednačina nezavisnih napona 


Ovaj sistem jednačina se oslanja na sistem jednačina napona grana i stoga ga je moguće 
formirati ukoliko su grane naponski kontrolisane, tj. ukoliko postoji admitansna matrica kola 
Y. Jednačine KZN ovdje posmatramo u alternativnom obliku 

U = Q'v (7.347) 


(av) 
N 


gdje je v matrica kolona nezavisnih napona. Ako relaciju (7.347) zamijenimo u relaciju (7.338) 


dobija se redukovan sistem od n nezavisnih jednačina 


oyg'v=Q (1 -Y0 


~N 


gdje se kao promjenljive javljaju nezavisni naponi. Dakle, dobili smo sistem od n— nezavisnih 


jednačina. Matrični proizvod 


kao rezultat daje novu kvadratnu matricu reda n čiji članovi imaju dimenziju admitansi, Y,, 


- je matrica admitansi nezavisnih presjeka. Matrični proizvod Q (1 y= U) ima dimenziju 


struja: u pitanju je matrica ekvivalentnih strujnih izvora nezavisnih presjeka koju ćemo 


označiti sa J 


N 


J =Q (5 = YU) 


pa se sistem jednačina nezavisnih napona ia kompaktno zapisati 

Yav =J (7.348) 
Rješavanje kola pomoću tog sistema daje nezavisne napone u obliku 

y= Y dJ 


Naponi grana kola određuju se prema relaciji 


a struje grana po relaciji 
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Ako umjesto matrice nezavisnih presjeka Q koristimo matricu čvorova A KZS glasi AI = 0 


odnosno alternatini oblik KZN U = Atv dobijamo jednačine napona nezavisnih čvorova 


(metoda napona čvorova) 


AYAv =A (5 =. A) (7.349) 


Nes N 


7.6 Premještanje nezavisnih generatora 


Jednačine nezavisnih struja i nezavisnih napona izvedene su iz KIRCHHOFF-ovih zakona i 
karakteristika elemenata za standardne grane. Međutim, ako u kolu imamo “degenerisane” 
grane (nestandardne grane) koje sadrže samo naponski i samo strujni generator onda vršimo 
premještanje tih generatora kako bi obrazovali kolo sa samo standardnim granama. Na primjer 
u kolu prema slici 7.242. postoje dvije nestandardne grane: jedna sa naponskim generatorom 


ug a druga sa strujnim generatorom tg. 


Slika 7.242: Kolo sa nestandardnim granama 


Formiranje kola sastavljenog od samo standardnih grana vrši se na taj način što se naponski 
generator “progura” kroz jedan od čvorova za koji je vezan, a strujni generator premjesti par- 
alelnim vezivanjem sa granama s kojima obrazuje jednu konturu. Grane sa naponskim genera- 
torom kao i grane sa strujnim generatorom zamijenimo sa njihovim unutrašnjim impedansama. 
Tako dobijamo kolo sa svim standardnim granama prikazano na slici 7.243. 

Sa slike 7.243. vidimo da smo dobili kolo koje ima jedan čvor i jednu konturu manje u 
odnosu na polazno kolo. Naponi i struje ostalih grana neće se promijeniti jer se jednačine 
pisane po Kirhofovim zakonima nijesu promijenile. Međutim, ako želimo da primijenimo 
metodu nezavisnih napona strujne generatore ne treba premještati već se samo u matrici ad- 


mitansi grana Y za tu granu stavi nulta vrijednost admitanse. Premješta se samo naponski 


279 


Slika 7.243: Kolo sa standardnim granama 


generator. Isto tako, ako želimo da primijenimo metodu nezavisnih struja, naponske genera- 
tore ne treba premještati ( “proguravati" kroz čvor) već se samo u matrici impedansi grana Z 
P N 


za tu granu stavi nulta vrijednost impedanse. Premješta se samo strujni generator. 


7.7 Dualnost. Princip dualnosti 


Sa pojmom dualnosti se srećemo u mnogim oblastima nauke i tehnike. Dva sistema (ili po- 
jave) su dualni jedan drugom ako se, na neki način, može uspostaviti obostrana veza između 
različitih veličina ili svojstava u oba sistema. U slučaju elekričnih kola, za dva kola N i N' 
(koja sadrže samo elemente sa dva kraja) kažemo da su dualna ako imaju isti broj grana i 
ako u jednačinama kola svakom naponu u; kola N odgovara struja i kola N’, svakoj struji i, 
odgovara napon uy, fluksu 6; odgovara količina elektriciteta g, a naelektrisanju g; fluks &,, što 


simbolički možemo izraziti: 


di — ĝi 


Kako pod jednačinama kola podrazumijevamo relacije koje odražavaju zakonitosti povezivanja 
(Ki- 

rchhoff-ove zakone) i zakonitosti karakteristične za elemente u kolu (karakteristike elemenata), 
to znači da će dualna kola imati dualnu strukturu i da će sadržavati dualne komponente. 


Dualnost ima svoju kvalitativnu i kvantitativnu stranu. Kvalitativna strana dualnosti odnosi 
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se na topološka svojstva kola koja izražava graf kola. 


7.7.1 Dualni grafovi 


Dva grafa se nazivaju dualnim ako je matrica nezavisnih čvorova jednog iz njih A, jednaka 


matrici nezavisnih kontura Bo i obratno 


Iz ovih jednakosti proizilazi da dualni grafovi imaju jednak broj grana grafa. Osim toga, 


čvorovi jednoga grafa odgovaraju konturama drugoga i obratno. Kvalitativna strana dualnosti 


izražava se sledećim dualnim topološkim svojstvima i pojmovima: 


GRANA 

STABLO 
KONTURA 
OTVORENA VEZA 


SERIJSKA VEZA 


NEREFERENTNI ČVOR 
GRAF 
RANG GRAFA 


MATRICA NEZAVISNIH ČVOROVA 


PAR ČVOROVA 
KO-STABLO 
PRESJEK (SNOP) 
KRATKA VEZA 


PARALELNA VEZA 


OKCE 
DUALNI GRAF 
NULTOST GRAFA 


MATRICA NEZAVISNIH KONTURA 


Da bi formirali dualni graf zadatom grafu neophodno je: 


1. Unutar svakog okca (nezavisne konture čiju površinu ne presijeca ni jedna grana grafa) 


polaznog grafa postaviti čvor. 


2. Jedan čvor (referentni) postaviti van površine grafa. 


3. Zatim svaki par novih čvorova povezati granom, tako da ta grana siječe granu polaznog 


grafa. 


4. Orjentaciju grana novoga grafa vršimo saglasno sa sledećom slikom. 


Na slici 7.244. prikazana je jedna kontura u polaznog grafa, čvor i grane dualnog grafa. 


Grane i čvorovi dualnog grafa imaju indeks d. Ako se orjentacija grane polaznog grafa poklapa 
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Slika 7.244: 


sa orjentacijom obilaska konture u orjentacija odgovarajuće grane dualnog grafa je od čvora 
u toj konturi. Ako je ta orjentacija suprotna - orjentacija dualne grane je ka tom čvoru. 
Primjer 1: Dat je graf prema slici 7.245. Nacrtati dualni graf. 


Slika 7.245: 


U skladu sa izloženim pravilima crtanja dualnog grafa, dualni graf dat je isprekidanim 
linijama i prikazan je na slici 7.246. 

Bilo kom stablu polaznog grafa odgovara ko-stablo dualnog grafa. Granama kontura (pres- 
jeka) polaznog grafa odgovaraju grane presjeka (kontura) dualnog grafa. Rednom vezivanju 
grana polaznog grafa odgovara paralelna veza dualnih grana i obratno. Iz pravila formi- 
ranja dualnog grafa moguće je izvući zaključak da se dualni graf ne može uvijek formirati za 
proizvoljni polazni graf. Dualni graf se može formirati samo za planarne grafove tj. grafove 
koji se mogu razviti na površini bez presijecanja grana. Svi grafovi su planarni ako ne sadrže 
jednu od dvije strukture prikazane na slici 7.247. 

Kvantitativna strana dualnosti vezana je za karakteristike elemenata. Ova strana dualnosti 


izražava se dualnim veličinama i jednačinama: 


Slika 7.246: 


Slika 7.247: 
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NAPON <e> 

KOLIČINA ELEKTRICITETA > 

OTPORNOST > 

INDUKTIVNOST e> 

IMPEDANSA €e> 

REAKTANSA +> 

NAPONSKI GENERATOR t— 

KIRCHHOFFOV ZAKON ZA STRUJE (KZS) > 
NEZAVISNE STRUJE e> 

NAPONI GRANA STABLA > 


JEDNAČINE NEZAVISNIH STRUJA > 
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STRUJA 

MAGNETSKI FLUKS 

PROVODNOST 

KAPACITIVNOST 

ADMITANSA 

SUSCEPTANSA 

STRUJNI GENERATOR 

KIRCHHOFFOV ZAKON ZA NAPONE (KZN) 
NEZAVISNI NAPONI 

STRUJE SPOJNICA 


JEDNAČINE NEZAVISNIH NAPONA 


Elementi sa jednim pristupom nazivaju se dualnim ako je zavisnost napona u(i) jednoga 


elementa ista kao zavisnost i(u) drugoga i obratno. Na primjer, dualne relacije su: 


Dvije šeme električnih kola, koje sadrže elemente sa jednim pristupom nazivaju se dualnim, 
ako one imaju dualne grafove i svakom elementu jedne šeme odgovara dualni element druge. 

Primjer 2: Dato je električno kolo prema šemi na slici 7.248. Nacrtati dualno kolo. 

Pri formiranju dualne šeme, prvo se formira dualni graf i svaki element zadate šeme za- 
mjenjuje se dualnim elementom. Pri crtanju dualnog grafa svaki element (E, J, R, L, C) 
treba posmatrati kao posebnu granu (slika 7.249). 

Osnovnim svojstvom dualnih šema jeste poklapanje jednačina, sastavljenih po KZS (KZN) 
jedne šeme s jednačinama sastavljenim po KZN (KZS) druge šeme. Uopštenije jednačine 
nezavisnih struja (napona) jednog kola poklapaju se sa jednačinama nezavisnih napona (struja) 
drugoga kola. 

Primjer 3: Dato je kolo prema šemi na slici 7.250. Nacrtati dualno kolo. 

Primjer 4: Dato je kolo prema šemi na slici 7.252. Nacrtati dualno kolo. 

Pri usklađivanju orjentacija naponskih i strujnih generatora dualnih šema rukovodimo se 


sledećim pravilom: ako se referentna orjentacija naponskog generatora poklapa sa referentnom 
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Slika 7.248: 


Jı 


Slika 7.249: 


Slika 7.250: 


Slika 7.251: 


Slika 7.252: 


Slika 7.253: 
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orjentacijom konture (u smjeru kazaljke na satu) onda struja strujnog generatora u dualnoj 
šemi usmjerena je ka čvoru koji odgovara datoj konturi u polaznoj šemi. Pojam dualnosti 
i princip dualnosti je od velike važnosti u teoriji električnih kola. Na osnovu njega, ako 


poznajemo odzive jednog kola, možemo odmah napisati i izraze za odzive njemu dualnog kola. 


7.8 Analiza složenih električnih kola u vremenskom domenu 


Posmatrajmo kolo sa c čvorova i b grana. Osnovne jednačine kola se, u matričnoj formulaciji 


mogu zapisati kao: 


KZS: Ai) =0 ili i(t) = B'j(t) (7.350) 
KZN: Bu(t)=0 ili u(t) = A'v(t) (7.351) 
KE: F (u(t), Dult), i(t), Di(t), e(t)| =0 (7.352) 


gdje su u(t) i i(t) matrice kolone (vektori) napona i struja grana: 


m 


[u1 (t), u(t), .-., u(t) 


li (t), ialt), -OT 


če. 22 
se 
Ko 


A(t) i B(t) su matrice nezavisnih presjeka i nezavisnih kontura, v(t) i j(t) su vektori 


nezavisnih napona i nezavisnih struja: 


v(t) = [v(t), v(t), wt), n=c-1 
j) = HOOO  m=b—-n 


Član e(t) je vektor nezavisnih izvora u granama: 


e(t) = [e1(t),e2(t), = ealt) 


~N 


Ako grana l ne sadrži nezavisni izvor tada je e(t) = 0. Matrica F iskazuje vezu napona i 
struja grana, dok D označava operator izvoda po vremenu posmatrane funkcije. Matrica F' se 
može razložiti na operatorske submatrice nad vektorima napona i struja grana i na submatricu 


nezavisnih izvora u granama u obliku: 


(No + MD) i(t) + (Mo 4 MD) u(t) = e(t) (7.353) 
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gdje su: Ng, Mo, Ni, Mı kvadratne matrice reda b koeficijenata mreže vezane za krajeve 


nezavisnih izvora. Relacija (7.353) se može, kompaktnije zapisati kao: 


N(D)i(t) + M(D)u(t) = e(t) (7.354) 


N ov) (ov) ~N 


gdje je: N(D) = (No + mD) i M(D) = (Mo + anD) . Sistem jednačina (7.350) - (7.353) 


se može prikazati u jedinstvenoj matričnoj formi: 


b b 
pm (M A. 20 | 0 
m 0 B alt) = 0 (7.355) 
5 | ND) m) |L* e(t) 


Matrice: No, Mo, Ni, M, su rijetke, slabo-popunjene matrice (matrice sa mnogo nultih el- 
emenata _ SPARCE MATRIX). Ako kolo ne sadrži elemente sa više pristupa, što znači da 
grane nijesu spregnute, ove matrice su dijagonalne. Dalje, diferencijalna veza u — i (a time 
i submatrice N1, Mi) postoji samo ako kolo sadrži dinamičke elemente: kalemove i konden- 
zatore. Takođe, ne može grana biti opisana obostranom diferencijalnom vezom napon-struja 


i struja-napon. 


Formiranje matrice nezavisnih presjeka A (u ovom slučaju radi se o presjecima koji odgo- 
varaju čvornim snopovima) je jednostavno: inspekcijom se direktno određuje incidencija grana 
i čvorova matrice A jer je u tom slučaju matrica čvorna. Nasuprot tome, određivanje matrice 
nezavisnih kontura B, nije jednostavno u slučaju neplanarnih grafova. Stoga se umjesto KZN 
u obliku Bu = 0, radije koristi alternativni oblik KZN: u(t) = A'v(t) pa koristimo sledeći 


polazni sistem jednačina za rješavanje električnih kola: 


ili u matričnom obliku jedinstvenog sistema jednačina: 
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b b n 
A 0 0 ||) 0 
0 l —A u(t) | = 0 
a x ~ ~ ~ 7.356 
N(D) M(D) 0 || e) e(t) S 
— m “= 
T(D) w(t) eg(t) 


gdje je sa T(D) označena tablo matrica (TABLO-METOD). Relaciju (7.356) možemo zapisati 


i kraće kao: 


Matrica T(D) je kvadratna matrica reda 2b + n, w(t) je vektor (matrica kolona 2b + n x 1) 


promjenljivih: struje grana, napona grana i potencijali nezavisnih čvorova, eg(t) je vektor 


mo 


eksitacija. 

Mada je tablo matrica nešto višeg reda nego osnovni sistem jednačina (2b + n jednačina 
umjesto 2b) koristi se u opštoj analizi električnih kola, jer, slično modelu stanja, daje potpunu 
sliku o ponašanju cijelog kola, odjednom, a ne samo za pojedine promjenljive, kao što je 
slučj svođenja na jednu diferencijalnu jednačinu odziva. Tablo analiza je opšteg značaja i 
može se primijeniti na linearna i nelinearna, vremenski invarijantna i vremenski promjenljiva 
kola. Napomenimo da praktična primjena tablo matrice ima smisla pretežno u analizi kola 
primjenom računara. 

Primjer: Za kolo prikazano na slici 7.254. odrediti minimalni skup nezavisnih jednačina 
oblika datih relacijama (7.355). 


Slika 7.254: 


Rješenje: 


Osnovne jednačine kola (7.350) - (7.353) u razvijenoj formi su: 
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12 —ts 


KZN Hi: U —Uu3 — ua = 


Mo: U? —U3 +U5 
KE: Ua = Ug 
—io = i 

—13 +C Dug = 

Ratu — u4 = 

Ls Dis —us5s = 


To je traženi (sistem) skup jednačina, gdje se prepoznaju matrice: A, B, N(D) = (No + MD) , 


M(D) = (Mo za MD) | 


(av) 


100 -1 0 Ka). 
A=|010 0 -1|; B= 
~ TEE [01-101 
0 1 
zj 0 0 0 
No = —1 ; M= 0 
I 0 R i 0 = 
0 =) 
0 0 
0 o 0 0 
Ni = 0 ; Mı = C3 
u U o i 0 0 
R; 0 
ti ui Ug 
12 Uo lg 
i(t)=| is |; ut) =| uz |; et) = 
ta UA 
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Za formiranje TABLO-MODELA dat relacijom (7.356) koristićemo već dobijene rezultate za 


KZS i KE, a pišemo nove jednačine KZN i uvodimo matricu napona čvorova v(t). 


KZN: u —V1 = U 
U2 — U2 = tg 

U3 —U3 = 

UA —Vvi +u = 

us +U —V3 = 


što je ekvivalentno sa u(t) = A'v(t). 


NN 


1 0 0 
0 1 0 VI 
A=|00 1 |; vO=|v 
1 0 -1 V3 
0 -1 1 


7.9 Metod nezavisnih struja. Operatorski oblik u vre- 


menskom domenu uzimajući u obzir i početne uslove 


Osnovne relacije: 
KZS: Ai(t)=0 ili i(t) = B"j(t) 


KZN: Bu(t)=0 ili u(t) = A'v(t) 


u(t) + (0) = ZD) [iO +i) 
KZE: ši = 


1O + isl?) = XD) [ut +u(0) 


gdje su Z(D) i Y(D) matrice operatorskih impedansi i admitansi grana. Ove matrice su 
kvadratne matrice reda bx b. Ako kolo ne sadrži induktivno spregnute elemente ili kontrolisaen 


izvore onda su ove matrice dijagonalne matrice. Elementi ovih matrica povezuju napone i 
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struje k-te grane ili obratno: 


Rpir(t); 
ËD D duši = uD D LuDa) 
lk; l£k lk; lk 
ux(t) = 
Sfat) )dr = SD-ix(t); 
Sk EF = 
G,ux(t); 


O O _ = C,Dux(t JE 


(= 
i ( ) Pafu) )dr + S Na )dr = = ID Tu(t ) + 5 TaD tult); 
lk; lk 0 Lk; Ik 


pre Ji 


Početni uslovi se mogu uključiti u matrice naponskih i strujnih nezavisnih generatora grana 
prema sledećim ekvivalentnim šemama: 


za kondenzator 


+2— == TE 
+ 
u o Uo = u Omo = ul œ CU,6(t) 
x o 
Ni | 


Slika 7.255: 
1 t 0 1 t t 
u(t) = 5 fioa = o fina + Z /itr)dr = Uoh(t) + Z fiar 
ie mg SE eu = -CUg6(t) + o 
za kalem 
1 1 ) 1 j o 1 
it) = z Juar = Z | ulrjdr+ fu )dr = Ih) de z fuar 

25 S 0 0 


+ + + 


u L ke = u C Toh(t) <=) u 


LI,6(t) 


Slika 7.256: 
dh(t di(t di(t 


Operatorske jednačine nezavisnih struja su: 


BZ(D)B'j(t) = v(t) 


~w 


valt) = B ug(t) — Z(D)ig(t) 


N 
(av) ~N 


Operatorske jednačine nezavisnih napona su: 


ODZIVI U ELEKTRIČNIM KOLIMA 


8.1 Klasična metoda 


"Klasična metoda" najbolje opisuje fiziku kola. Posmatrajmo prosto kolo prikazano na slici 


8.257. 


Slika 8.257: Redno RLC kolo 


Odziv može biti ili ią (t), u(t), uz(t) ili uc(t). 


Ug (t) = uR(t) + ur(t) + uc(t) 


l 
di(t 1 
ug (t) = Ri(t)+ L = + 5 fiar (8.357) 
dt C 
0 
Relacija (8.357) predstavlja jednačinu dinamičke ravnoteže kola prikazanog na slici 8.257. Ako 


koristimo operator d/dt = D i | dt = D`! tada možemo pisati 
1 
ug (t) = Ri(t) + LDi(t) + oD 0 (8.358) 
Ako relaciju (8.358) diferenciramo po vremenu dobijamo 
i(t 


RDi(t) + LD?i(t) + e Du, (t) 


vi 
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(o: + fp + ze) i(t) = Du, (t) (8.359) 


što predstavlja operatorsku jednačinu ako je odziv struja i(t). Pošto je operator D na drugom 
stepenu to je operatorska jednačina drugog stepena a to odgovara i broju dinamičkih elemenata 
u kolu (kalem i kondezator). Ako bi kao odziv tražili napon na otporniku up (t) onda lijeva 


strana ostaje ista 
R A R 
D? 7? = —D 


jer je 
up (t) 


ur (t) =iWR=—> i(t) = 2 


Ako je odziv na pon na kondenzatoru uc (t) 


jer je 


jer je 


d 
A kaj dade (i) (8.360) 


Najveći stepen ove diferencijalne jednačine predstavlja red kola. Svi koeficijenti a; (i = 1,2, ..., 


su realni i pozitivni i zavise od topologije i vrste parametara kola. Funkcija F'(t) predstavlja 
vremensku funkciju koja je određena eksitacijama nezavisnih naponskih i strujnih generatora 


u kolu. Po pravilu red kola jednak je broju dinamičkih elemenata. Precizno je: 


r=nrp+no (8.361) 


gdje nz inc predstavljaju broj kalemova i broj kondenzatora u kolu, respektivno. U složenijim 
kolima: 


r=nrp+no— NEC — Ni (8.362) 


r) 
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gdje nge predstavlja broj kontura koje se sastoje samo od naponskih generatora i kondenza- 
tora a njr predstavlja broj presjeka (snopova) koji se sastoje samo od strujnih generatora i 
kalemova. Posmatrajmo slučaj tzv. kondenzatorske petlje (petlje koja sadrži samo kondenza- 
tore i eventualno, naponske generatore) kao na slici 8.258 (a). Kontura u se sastoji samo od 


naponskih generatora i kondenzatora. Po Kirhofovom zakonu za napone dobija se: 


—Ugs + U1 — U2 + Ug — u4 = 0 (8.363) 


Posmatrajući relaciju (8.363) zaključujemo da od četiri napona na kondenzatorima samo su 


Slika 8.258: (a) Kondenzatorska petlja. (b) Kalemski presjek 


tri nezavisna. Svaka kontura koja sadrži samo naponski generator i kondenzator smanjuje red 
kola za jedan. Posmatrajmo sada slučaj tzv. kalemskog presjeka (presjeka koji siječe samo 
kalemove i eventualno strujne generatore) kao na slici 8.258 (b). Presjek (snop) je površina 
koja siječe samo grane sa kalemovima i strujnim generatorima. Po Kirhofovom zakonu za 


struje: 


—iı + i2 — ig — ig = 0. (8.364) 
Iz relacije (8.364) je očigledno da su samo dvije, od tri, struje nezavisne, pa svaka ovakva 
jednačina smanjuje red kola za jedan. Red kola se naziva i stepen složenosti kola, ili složenost 
kola. Uvodeći operator D = d/dt (iz praktičnih razloga se podešava da je a, = 1, što se 
uvijek može uraditi), pa je: 


A(D)y(t) = F(t) (8.365) 


gdje je: A(D) — operatorski polinom, definisan kao: 


A(D) = D" +a, D"! +... + aD + ao (8.366) 


Primjer: Posmatrajmo kolo prikazano na slici 8.259. Jednačine kola su 
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ic 


i(t) 


Slika 8.259: RC kolo sa naponskim i strujnim generatorom 


ta=tc+ia 


Ug = UC HUR 


ic = C Duc 


UR = — Rig 


Ako nas interesuje napon na kondenzatoru kao odziv, dobija se: 


ako nas interesuje struje tc: 


ako nas interesuje struja tpg: 


Odnosno: 


A(D)y(t) = Fylt) 


Funkcija F(t) zavisi i od odziva y i od ekscitacije e pa zbog toga imamo dva indeksa. Na 
osnovu izloženog može se izvesti još jedan važan zaključak koji proizilazi iz osobina linearnih 


kola i predstavlja princip superpozicije. 
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8.2 Princip superpozicije: 


Pri djelovanju jednog ili više generatora u kolu, odziv u ma kojoj grani kola se može odrediti 
kao suma pojedinačnih odziva na svaku od ekscitacija, pri isključenim ostalim ekscitacijama. 
Pri tome, ako se isključuje naponski izvor ug = 0 granu u kojoj se nalazi modelujemo kratkom 
vezom, a ako se isključuje strujni izvor i, = 0 tada granu u kojoj se nalazi modelujemo 
otvorenom vezom. Ako u kolu djeluje samo jedan generator, tada diferencijalna jednačina 
(8.360) ima oblik: 


(D"+a,_1D"' +-- -+a D + ao) y(t) = (bD + bi Dt +++ +biD + bo) e(t) (8.367) 


Obično je r £ t. Relaciju (8.367) možemo kraće zapisati na sledeći način 


A(D)ylt) = B(D)e(t) (8.368) 


ili preciznije 


A(D)y(t) = Bye(D)e(t) (8.369) 


Polinom A(D) zavisi samo od topologije kola i vrste parametara, dok polinom B(D) zavisi od 
odziva i ekscitacije kao i od topologije kola i vrste parametara (otuda i indeksi y i e). Jednačine 
(8.368) i (8.369) kada u kolu postoji samo jedna ekscitacija, nazivaju se relacije ulaz-izlaz. 


8.3 Specifičnosti primjene teorije diferencijalnih jednačina 


na linearna kola 


Opšti princip rešavanja diferencijalnih jednačina, je da se odziv traži kao: 


y(t) = yn(t) + yp(t) (8.370) 


gdje je yn(t) rešenje odgovarajuće homogene diferencijalne jednačine (to jest rešenje jednačine 
A(D)yn(t) = 0), a yp(t) je prinudna komponenta odziva (partikularno rešenje, odnosno rešenje 
jednačine A(D)y,(t) = B(D)e(t)). Posmatrajmo prvo homogenu diferencijalnu jednačinu u 
obliku 


A(D)y(t) =0 (8.371) 


Pošto je polinom A(D) stepena r to ova diferencijalna jednačina ima r nezavisnih rešenja 


oblika y(t) = e". Uvrštavanjem ovog rešenja u relaciju (8.371) dobija se: 
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A(D)e* = e" A(s) =0 (8.372) 
gdje je A(s) jednako A(s) = s" + a,18" 1 +... +418 + ag i naziva se karakteristični polinom. 
Da bi bilo ispunjeno A(s)e* = 0, treba da je A(s) = 0, odnosno: 

s" + dosta +... +415 + ao = 0 (8.373) 


Relacija (8.373) predstavlja karakterističnu jednačinu sistema. Koeficijenti a; (+ = 1,2, ...,r), 
i kod karakterističnog polinoma i kod karakteristične jednačine su realni pozitivni brojevi. 
Pošto je karakteristična jednačina r-tog stepena, to imamo r realnih rešenja jednačine. Nule 
(rešenja) karakteristične jednačine nazivaju se sopstvene učestanosti kola oblika 5x = 0% + jWk 
za k = 0,1,2,...,r. Rešenja diferencijalne jednačine dobijena preko sopstvenih učestanosti 
oblika 


y = e“ (8.374) 
nazivamo sopstvenim odzivom, ili odzivom usled akumulisane energije (početnih uslova). U 
ovom slučaju ekscitacije su jednake nuli i tada rješavamo homogenu diferencijalnu jednačinu. 
Ukoliko je karakteristična jednačina jednaka 
s" + a, 185" 1 +... + as + ag = 0 
možemo razlikovati sledeća dva slučaja: 


1. Svi korjeni su prosti 1 međusobno različiti 


S1 É S2 $ -£ Sr 
Linearno nezavisna rješenja su 


sot 


Yh (t) = et, Yha (t) =e s- Yh (t) =€ 


Srt 


a ukupno rješenje homogenog dijela jednako je linearnoj kombinaciji ovih članova 


unit) =X Kes" (8.375) 
i=1 


Integralne konstante X“) određuju se iz početnih uslova (struje u kalemu i naponi na kon- 
denzatorima). Karakter integralnih konstanti isti je kao i karakter korjena karakteristične 
jednačine. Ako je karakter rešenja sk = ox + jwę tada se oni obavezno javljaju u konjugovano 
kompleksnom paru s% = 0x — jwk, pa se i integralne konstante javljaju kao konjugovano 
kompleksni par KO i K'O), 
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2. Ako se javljaju višestruki korjeni, to jest: 


SL = 82=..=5p 


Sp F Sp Foo F Sr 


gdje je p višestrukost rešenja. U ovom slučaju rešenje (odziv) diferencijalne jednačine se 


traži u obliku 


Ynp(t) = (K® +tKË +... + tD KP) esit 


mot) = >. KVe* (8.376) 
i=p+1 
Tada je ukupno rešenje 
Yn(t) = Yne(t) + Vno(t) (8.377) 


Sada treba naći prinudnu komponentu odziva. U teoriji diferencijalnih jednačina primijenjenoj 
na teoriju električnih kola ova komponenta se uvijek traži u obliku ekscitacije (pobude) u kolu. 


U sledećoj tabeli su dati najčeši oblici eksitacija i odzivi na te eksitacije. 


f(t)— funkcija pobude yp(t)— prinudni odziv 


k A 

t At+8B 

t At? +Bt+C 

e” Ae” (a Æ si) 

sinbt, cos bt A sin bt + B cos bt 

e“ sinbt, e“ cosbt e"(A sin bt + B cos bt) 


U slučaju da je a koje se javlja takvo da je ono jednako nekom korijenu karakteristične 


jednačine tada se rešenje traži u obliku: 


Yplt) = P Ke” (8.378) 


gdje je p višestrukost korjena a konstanta X je jednaka 
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8.4 Sopstveni odziv 


Sopstveni odziv je odziv usled akumulisane energije. Nastaje u kolima sa akumulisanom 


energijom. Obilježava se sa y0(t), a opisan je diferncijalnom jednačinom: 


A(D)yo(t) = 0 (8.379) 


U relaciji (8.379) yo(t) = yon(t) je opšte rešenje (oblika eksponencijalne funkcije) i dobija 
se kao linearna kombinacija nezavisnih rešenja karakteristične jednačine. Integralne konstante 
se određuju iz nezavisnih početnih uslova (koji se još nazivaju stvarnim početnim uslovima), 
a to su: ucx(0_) = Ugk— napon na kondezatoru kao ekvivalent akumulisane električne en- 
ergije, 11;(0—) = Ioj— struje kroz kalem kao ekvivalent akumulisane magnetne energije, 
woo = 2CkUG,— početna akumulisana energija u kondenzatoru, wog = 3L;l5;— početna 
akumulisana magnetna energija u kalemu. Za određivanje r konstanti, koje se odnose na 
traženi odziv, k i = 1,2,...,r potrebno je r nezavisnih jednačina koje povezuju ove kon- 
stante sa stvarnim početnim uslovima. Te relacije nazivaju se izvedeni početni uslovi i opisane 
su vrijednostima promjenljivih koje posmatramo i svih (r — 1) izvoda po vremenu u trenutku 


t = 04, to jest: 


y(04), y (04), y'(0+), =, y" (04) 


Dakle da bi riješili diferencijalnu jednačinu A(D)yo(t) = 0 kola reda r, potrebno je r neza- 
visnih početnih uslova. Zaključak: Broj nezavisnih početnih uslova potrebnih za jednoz- 
načno rešavanje diferencijalne jednačine jednak je najvišem stepenu karakteristične jednačine, 


odnosno broju integralnih konstanti odnosno redu složenosti kola. 


8.5 Komutacija 


Komutacija znači uključivanje ili isključivanje jedne ili više grana u kolu, to jest podrazumujeva 
se skokovita promjena nekog od parametara u kolu. Razlikuje su regularna i neregularna 
komutacija. Regularna komutacija je ona za koju važe zakoni komutacije, a to znači da napon 


na kondenzatoru i struja u kalemu ne mogu imati skokovite promjene, to jest: 


uc(0_) = uc(04) 


iz(0_) = i2(04) 


Dvije predhodne jednačine predstavljaju zakone o neprekidnosti napona na kondezatoru i 
struje u kalemu, i nazivaju se zakoni komutacije. Zakon neprekidnosti napona kondenzatora 


važi ako je struja kondenzatora ograničena, a zakon neprekidnosti struje kalema veži ako je 
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napon kalema ograničen. Ako ovi uslovi nijesu ispunjeni tada je riječ o neregularnoj komutaciji. 


Primjer: Posmatrajmo prosto kolo prikazano na slici 8.260. Diferencijalna jednačina po 


ia G 
O E 
ic 
C, Uo 


Slika 8.260: Određivanje sopstvenog odziva u prostom GC kolu 


naponu kondenzatora je 


A(D)uc(t) = 0 


Operatorski polinom je jednak 


G 
A(D:=D+— 
(D)=D+2 
dok je karakteristični polinom jednak 
G 
A(s)= — 
(s) =s5+ T 


Korjeni karakterističnog polinoma se dobijaju kada je A(s) = 0 i u ovom slučaju imamo 


G 
—=0 8.380 
s+ G ( ) 
Relacija (8.380) se naziva karakteristična jednačina i ona ima jedan korijen i to realni koji je 
jednak s = -£ Tada je rješenje oblika 
ucn(t) = Kie" = Ke €t (8.381) 


Početni uslov je: uc(0_) = uc(0;) = Uo i zamjenom u relaciju (8.381) slijedi da je K = Uo. 


Sada je odziv (sopstveni) jednak 


ucn(t) = Upe 2t 


Struja iç se može dobiti kao ig = C Due, a ic + ig = 0. 


Primjer: Posmatrajmo kolo prikazano na slici 8.261. Imamo da je 


A(D)iz(t) = 0 
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i 


Slika 8.261: Prosto RL kolo 


R 
A(s)=5+7 


Korjeni karakterističnog polinoma se dobijaju kada je A(s) = 0 i jednaki su 
R 


s=—— 


L 


t 


Rješenje tražimo u obliku ir = Ke it. Uz početni uslov 27(0—) = 1z(0;) = o dobijamo 
J + 


konstantu K koja je jednaka K = 14, pa je sopstveni odziv: 


Primjer: Posmatrajmo kolo kao na slici 8.262. Ovakvo kolo se naziva i kolom bez gubitaka 


jer nema rezistivne elemente. Jednačine kola su: 


U 


Slika 8.262: LC kolo drugog reda 


ur uc =0 


IL = to 


ur, = LDiL 


ic = C Duc 


Operatorska jednačina je: 
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gdje je: 


Karakteristična jednačina: 


Rešenje za y(t) se traži u obliku (konjugovano kompleksni par polova): 
y(t) = K,e"'" + Koe?" = A coswot + B sin wot 
Ako određujemo odziv kao y(t) = uc(t), tada imamo početne uslove: 


UC (01) = uc (0_) = Uo 


iz (04) = iz (0-) = o 


odnosno 
(8.382) 


uc(t) = A cos wot + B sin wot 


Duc(t) = Zie(t) = Ziz(t) 


jer je ic(t) = iz (t). Ako u relaciju (8.382) stavimo t = 0 dobijamo da je uc (04) = A odnosno 


A= uc (0) = Uo 


Diferencirajući relaciju (8.382) dobijamo izraz 


Duc(t) = —wgA sin wot + wo B cos wot (8.383) 


304 


Zamjenom t = 0 u relaciju (8.383) imamo da je Duc(04) = 4B = lo, pa je 


1 
B = — 1 
wol £ 
Konačno se dobija: 
Do. 
uc(t) = Uo cos wot + —— sin wot (8.384) 
wol 


Relacija (8.384) predstavlja sopstveni odziv (odziv usled početne energije), a iz te relacije 
preko veza sa uc može se dobiti bilo koji sopstveni odziv u kolu. 


Primjer: Posmatrajmo kolo kao na slici 8.263.Diferencijalna jednačina po jednoj (ma 


R ip 


CD 
UG , o L, Io 


Slika 8.263: Uprošćen model kola sa realnim kalemom i kondenzatorom 


kojoj) promjenljivoj je oblika 


A(D)y(t) = 0 
R 1 

> ni koja 

A(D) = D*+ 7P+ IC 
Karakteristična jednačina: 

R 1 

E) je Kike! 

A(s) = S + T5 + IG (8.385) 


Relaciju (8.385) možemo napisati i u obliku 
A(s) = 8% + ais + ao 


Rješenje ove jednačine je: 


R R? 1 di a? 
= — — + p ehh o S a a + — kasni . 
S E VAI TO 2 mo (330) 


gdje je 


učestanost neprigušenih oscilacija. Rješenja oblika (8.386) je moguće prikazati i u obliku 


S1ıj2 = a + 4/ Q? — wg (8.387) 


305 
gdje je: a = a1/2 = R/2L— učestanost prigušenja. Ako izrazimo a = ćw_ gdje je € koeficijent 
prigušenja koji je jednak 

a1 R C 


E= E VE (8.388) 
Uvodi se i faktor dobrote kalema pri učestanosti wg, kao: 
= woL e 1 L 
Qro = R RVE 


pa se sada koeficijent prigušenja € odnosno učestanost prigušenja a mogu izraziti kao: 


1 
Po 
26) 10 
= 1 wo 
2 Qro 


U zavisnosti od odnosa parametara razlikuju se tri slučaja za prosto RLC kolo: 
1. a > wo, tada su korjeni jednačine 51/2 = —a + ya? — w realni i različiti. 
2. a = wo, korjeni su realni i jednaki (dostruki). 
3. a < wo, korjeni su različiti i u konjugovano-kompleksnom paru. 


Razmotrimo posebno ove slučajeve: 


1. Ako je a > wo, korjeni karakteristične jednačine su oblika s1/2 = —a+/8, gdje je 
B = \/o? — wg < a. Rešenje se traži u obliku: 


y(t) = Kie + Koe?" = e” (A cosh bt + B sinh bt) (8.389) 


Konkretno, za napon kondenzatora je 


y(t) = e ™ (Ac cosh Bt + Be sinh Bt) 


uz početne uslove: 


1 1 1 
Duc(0;) = =iz (04) = =i (0) = =I 
uc(0+) = mir (0+) = 5t2(0-) = Slo 
Ovakav režim naziva se aperiodičan režim. 
2. Ako jea = wo, korjeni karakteristične jednačine su dvostruki realni S1/2 = —a = —wy. 


Rješenje se traži u obliku: 
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y(t) = (Ki +tKoje"' = (Kı +tKoje“ (8.390) 


gdje su Ki i Kə konstante koje se određuju iz početnih uslova. Ovakav režim naziva se kritičan 


režim. 


3. Ako je a < wọ korjeni karakteristične jednačine su konjugovano kompleksn oblika s1/2 = 
—a + jw1, gdje je w = /w4 — a2. Rešenje se traži u obliku: 


y(t) = Kie" + Koe" = e-"(Acoswt + Bsinwt) = e ~Y, cos(wt + ô) (8.391) 


Konstante A i B se određuju iz početnih uslova. Ovaj režim se naziva pseudoperiodičan 


režim. 


8.6 Opšti slučaj kola drugog reda 


Na osnovu rezultata izvedenih u predhodnom poglavlju, zaključimo da kola drugog reda, bez 
eksitacija, sadrže dva nezavisna reaktivna (dinamička) elementa i rezistivnu mrežu. Diferen- 


cijalna jednačina odziva je oblika 


(D? + a;D + ao)y(t) =0 (8.392) 


sa (izvedenim) početnim uslovima 


Y(04) = (04); Dy(04) = (04) (8.393) 

gdje su vrijednosti f1(04) i f2(04) izražene stvarnim početnim uslovima uc(04+) i (04). 
Karakteristični polinom: 

A(s) = s" + ais + ao (8.394) 


se može pisati i u obliku 


A(8) = 82 + 2as +02 = s? + Ls +402 
0 


pri čemu je 
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a = g =6uw 

= 57 
Va 
Va di 

Q = e 


gdje su: wy— centralna učestanost (učestanost neprigušenih oscilacija), a— učestanost prigušenja, 
€— koeficijent prigušenja, Qo— faktor nula karakterističnog polinoma (51/2). IZ s512 = —a + 
ya — wh, se vidi da se, za sva tri slučaja, korjeni nalaze u lijevoj poluravni kompleksne 
ravni. U graničnom slučaju oni mogu biti na imaginarnoj osi. Znači karakteristični polinom 


je strogo Hurvicov polinom, a u graničnom slučaju imamo običan Hurvicov polinom. Korjeni 


s12 = —ati/a?— wg (8.395) 


pri čemu sopstvene učestanosti mogu biti u jednom od tri oblika: 


karakterističnog polinoma su 


1. realne, različite, što je ispunjeno pri a > wọ 
$12 = 012 = —a + B (8.396) 
2. realne, dvostruke, što je ispunjeno pri a = wọ 


512 = 01 = TAU = TWO (8.397) 


3. konjugovano-kompleksne, što je ispunjeno pri a < wo 


s12 = 01 £ jwi = ma E 4/ wW — a? (8.398) 


Odgovarajući odzivi za slučajeve 1., 2. i 3., jesu aperiodičan, kritičan i pseudoperiodičan, 


respektivno. Pri tome, ako je kolo striktno pasivno (samo R elementi) tada je 

Re{s12} < 0 (8.399) 
ako je kolo bez gubitaka (samo dinamički L,C elementi), tada je 

Re {s12} =0 (8.400) 


dok je u slučaju kada je 
Re {s512} >0 (8.401) 
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riječ o aktivnom kolu. Tada su korjeni sı, u desnoj poluravni kompleksne ravni. Razni 
slučajevi, izraženi relacijama (8.396)-(8.401) se mogu opisati i pomoću Q faktora kola, ili 
pomoću koeficijenta prigušenja, € na analogan način. Na primjer, ako je 0 < Qo > +00, to 
odgovara striktno pasivnom kolu, Qo = +00 se dobija za kolo bez gubitaka, a za aktivna kola 
je Qo < 0. 


8.7 Osnovne osobine sopstvenog odziva 


Sopstveni odziv (odziv usled akumulisane energije) posjeduje osobine linearnosti i vremenske 
invarijantnosti, što je poledica takve prirode kola. Osobina linearnosti se može iskazati na 
sledeći način: Ako stvaran početni uslov, npr. uc,(0+) izaziva odziv y{(t), a početni uslov 
uc,(0;) izaziva (u istoj grani) odziv y%(t), tada će linearna kombinacija početnih uslova 
Kuc, (04) + K2uc, (04) davati linearnu kombinaciju odziva na tom mjestu u obliku Kıyı (t) + 
Koy2(t) zat > 0. Osobina vremenske invarijantnosti se naziva i osobinom nezavisnosti 
odziva od momenta posmatranja pojave a važi za vremenski nepromjenljiva kola. Ova se 
osobina za sopstveni odziv može iskazati na sledeći način: Ako neki početni uslov, na primjer 
uc (04) = Uo, izaziva odziv yu(t) zat > 0, tada će početni uslov uq, (to) = Uo, gdje je 
to £ 04 izazvati odziv y2(t) za t> 0 koji je identičnog oblika kao i y1(t) ali je pomjeren po 
vremenskoj osi za to, to jest: uc,(04) = Uo odziv je u(t) zat > 0 a uc, (to) = Uo odziv je 
y2(t) = yı (t — to) zat > 0. Ova se osobina naziva i osobinom stacionarnosti. Za rješavanje 


kola proizvoljnog reda važi sledeće: 


1. Ako kolo, pored rezistivnih, sadrži reaktivne elemente koji su svi istog tipa (samo ZŁ ili 
samo C), govorimo o tzv. RL ili RC kolima. Za striktno pasivna kola je, tada, sopstveni 
režim aperiodičan, opadajuće amplitude, što je logičan rezultat, jer energija kola opada. 
Korjeni karakteristične jednačine, s; = 0; + jw; su realni (w; = 0), različiti i na nega- 
tivnom dijelu Re-ose, a odziv odgovara sumi odziva u kolima prvog reda. Odgovarajući 
faktor dobrote polova je 0 < Qo < 1/2. Ako je riječ o kolu bez gubitaka, sopstvene 
učestanosti su na imaginarnoj osi u kompleksnoj s-ravni: s; = jw;. Sopstveni režim 
je, tada, konstantne amplitude, jer energija kola ostaje nepromijenjena. Pri tome, ako 
je w; = 0, odziv je konstantan. To se dešava u kolima koja sadrže rezistivne elemente 
bez gubitaka sa jednim pristupom i/ili idealne transformatore. Ako kolo sadrži žiratore, 
sopstveni režim može biti prostoperiodičan (w; £ 0) iako u njemu postoji samo jedna 
vrsta reaktivnih elemenata. Ako kolo sadrži aktivne rezistivne elemente, sopstveni odziv 
može biti rastuće amplitude: korjeni karakteristične jednačine mogu, tada, biti u desnoj 


poluravni: g; > 0. 


2. Ako kolo, pored rezistivnih, sadrži oba tipa reaktivnih elemenata (RCL kolo), sopstveni 
režim se dobija kao kombinacija odziva za kola prvog i drugog reda. Za svaki od članova 


drugog reda moguć je jedan od tri slučaja (aperiodičan, kritičan ili pseudoperiodičan), 
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zavisno od karaktera korijena posmatranog faktora koji je oblika s; = —a;+V//a? — wg; 
tj. zavisno od odnosa učestanosti prigušenja i centralne učestanosti para polova, a; i 


2 
Woi- 


3. Za striktno pasivna kola korjeni karakterističnog polinoma su uvijek u lijevoj poluravni 
kompleksne učestanosti s (za kola bez gubitaka su na w osi) - karakteristični polinom je 
tzv. HURWITZ-ov polinom. Kao posledica, slijedi da su svi koeficijenti karakterističnog 
polinoma (a, = 1, a,—1,...,a9) pozitivni. Ovo je korisna činjenica jer olakšava provjeru 
tačnosti formiranja diferencijalne jednačine. Naime, ako je kolo pasivno tada polinom 
A(s) mora biti Hurwitz-ov, tako da pojabva nekog negativnog koeficijenta a;, označava 
da smo negdje pogriješili pri sređivanju (ili postavljanju) polaznog sistema jednačina 
(mada, ako su svi koeficijenti pozitivni, to ne mora značiti i da je polinom A(s) tačan, 


niti da je Hurwitz-ov) 


4. Najzad, u dosadašnjim razmatranjima je koeficijent uz najveći izvod a, bio jednak je- 
dinici. To naravno ne mora da bude ispunjenom ali je sa praktičnog stanovišta korisno 
jer olakšava provjeru tačnosti koeficijenata a;. Naime, stavljanjem a, = 1 dimenzije 
narednih koeficijenata moraju biti sledeće: a,—1(=) w (=) 1/RC (=) R/L (=) 1/ VLC, 
ar—2 (=) w, .., a (0) wt, ao (=) w". gdje simbol (=) ima značenje “dimenziono 
jednako”, a veličine w, R, L, C, takođe imaju dimenziona značenja. Na ovaj način se, 


provjerom izraza može provjeriti tačnost (dimenziona) koeficijenata a. 


8.8 Odziv usled djelovanja generatora (odziv uključenja) 


Odziv usled djelovanja generatora se definiše u kolu bez početne energije, odnosno, kada je 
uck(0_) = 0 i ir;(0_) = 0. Dakle, u električnom smislu možemo da smatramo, da u početnom 
trenutku kalem predstavlja prekid kola (jer je tz = 0), kondenzator kratak spoj (jer je napon 
uc = 0). Odziv uključenja se definiše kada je kolo bez početne energije i kada djeluje jedna 


ekscitacija proizvoljnog oblika. Diferencijalna jednačina po željenoj promjenljivoj je oblika 


A(D)y(t) = F(t) = B(D)e(t) (8.402) 


gdje je: F} e(t)— funkcija koja zavisi od odziva y(t) i ekscitacije e(t). U slučaju da djeluje više 
ekscitacija primjenjuje se teorema superpozicije i odzivi se sabiraju. Rešenje diferencijalne 


jednačine (8.402) tražimo u obliku 


y(t) = yn(t) + yp(t) (8.403) 


gdje je: yn(t)— rešenje homogene diferencijalne jednačine (opšte rešenje) A(D)y(t) = 0, yp(t)— 
prinudno (partikularno) rešenje. Rješenje homogenog dijela je određeno korjenima karakter- 


istične jednačine i ima jedan od dva moguća oblika: 
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1. Ako su korjeni karakterističnog polinoma A(s) prosti tj. složenosti 1, rješenje je oblika 
Uno) = S KVet' (8.404) 
i=1 


2. Ako korjen s, ima složenost p a ostali su prosti rješenje je oblika 


P r 
Yna = > tU-DKO | est 4 x KO gt (8.405) 
I=1 


I=p+1 


dok je, u slučaju da je red operatorskog polinoma B(D) niži od reda polinoma A(D), 
partikularno rješenje (prinudni odziv) dato funkcijom istog oblika kao F}, e(t), a to je sa druge 
strane, određeno eksitacijom 

y(t) ~ Fyelt) ~ elt) 


označava da je riječ o funkcijama iz iste klase. Napomena: Opšte rješenje 
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gdje znak “~ 
yn(t) diferencijalne jednačine oblika (8.402) traži se kao A(D)y,(t) = 0 i ima isti oblik kao i 
sopstveni odziv. Vremenska zavisnost, odnosno karakter tog rešenja isti je kao i kod sopstvenog 
odziva, ali su različite integracione konstante. Kod sopstvenog odziva postoje početni uslovi 
dok su u ovom slučaju oni jednaki nuli. Zbog toga, u slučaju odziva uključenja y,(t) imamo 
drugačije rešenje i to nije sopstveni odziv. U ovom slučaju se y,(t) naziva sopstveni odziv 
uključenja. Razlika je u tome što kod sopstvenog odziva uključenja integracione konstante 
zavise od oblika ekscitacije. 

Uveli smo pojam regularne komutacije, koja se odnosi na odziv uključenja i neregularnu ko- 
mutaciju. Neregularna komutacija je posledica idealizacije R, L, C, jer u praksi, realni kalemi, 
kondenzatori i otpornici nijesu čiste otpornosti, induktivnosti i kapacitativnosti, pa u praksi ne 
postoji neregularna komutacija. Postavlja se pitanje kako ocijeniti neregularnu komutaciju? 


Ako je polinom A(D) r— tog, a polinom B(D) t— tog reda tada: 


1. Ako je r > t imamo regularnu komutaciju (funkcija kola je pravi razlomak). 


2. Akoje r =t tada pri proizvoljnom odzivu imamo regularnu komutaciju, ali ako je odziv 


struja u kalemu, ili napon na kondenzatoru, može biti i neregularna komutacija. 


3. Akojer=t+k gdje je k > 1 imamo neregularnu komutaciju. 
Za prva dva slučaja odziv se traži kao: 


y(t) = z(t)h(t) (8.406) 


gdje je h(t) Hevisajdova funkcija. Za treći slučaj odziv se traži u obliku: 
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y(t) = z(t)h(t) + HR (E) +... + Hh (t) = z(t)h(t) + H8 +... + HEH) (8.407) 


u kom je: h(t) Hevisajdova funkcija a 2(t) impulsna (delta) funkcija. Može se pokazati da 
ako je pobuda u vidu Hevisajdovog generatora a polinom A(D) višeg reda od polinoma B(D) 


vrijednost izlazne promjenljive y(t) nepromjenljiva u trenutku komutacije 


y(0+) = y(0_) (8.408) 


Ukoliko je to ispunjeno za svaki napon kondenzatora i svaku struju kalema, komutacija će biti 
regularna. Rješenje (8.408) se može zapisati i u obliku 


0, t<0 
y(t) = f(t)E = (8.409) 

P(t)E, £>0 
gdje je f(t) funkcija koja je karakterisana mrežom vezanom za krajeve nezavisnog genera- 
tora (eksitacije), a ne zavisi od vrijednosti skoka eksitacije Æ. Ta se funkcija, stoga, naziva 


funkcijom mreže a određuje se kao količnik odziva y(t) i skoka (eksitacije) E 


t 0, t<0 
f(t) = Wa (8.410) 
i plt), t20 
što se kraće može zapisati u obliku 
f(t) = phat), Vt (8.411) 


U gornjim izrazima je y(t) neprekidna funkcija vremena koja odražava prirodu funkcije mreže. 
Funkcija mreže je ovdje definisana za odziv na djelovanje Hevisajdovog generatora. Takva se 
funkcija naziva 1 indicionom funkcijom ili jediničnim odzivom, s obzirom da se može 
dobiti direktno iz polazne diferencijalne jednačine, ako djeluje eksitacija jedinične amplitude 
(E = 1). Pošto preko odziva na impulsnu i Hevisajdovu funkciju možemo odrediti odziv na 
proizvoljnu ekscitaciju, to je bitno odrediti odzive na ove dvije ekscitacije. 

Primjer: Posmatrajmo kolo prema slici 8.264. Neka u,(t) = Uh(t) i uc(0_) = 0. 

Odrediti: 


(a) uc(t) =? 
(b) ic(t) = i(t) =? 


Diferencijalna jednačina odziva po naponu kondenzatora je 


(? + re) uje rul) = Un) 
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Slika 8.264: RC kolo u kome djeluje Hevisajdov generator napona 


Zat >0, h(t) =1, pa se dobija: 


(? + mo) uc(t) = mA (8.412) 


Operatorski polinom A(D) = (D + 1/RC') je prvog reda r = 1. Operatorski polinom B(D) = 
U/RC je nultog reda t = 0. Kako je r >t to je komutacija regularna. Sa druge strane, 
struja ic(t) je ograničena zbog R, pa je napon uc(t) neprekidan i na taj način zadovoljen je 
zakon komutacije o neprekidnosti napona na kondenzatoru pa je i na ovaj način komutacija 


regularna. Rešenje jednačine (8.412) tražimo u obliku: 


uc(t) = Ke" + ucp(t) (8.413) 


gdje je ucp(t) prinudna komponenta. Karakteristična jednačina: 


1 
E oi 


Dakle 
uo(t) = Ke Re + ucp(t) 


Imamo da je ucp(t) = Ucp = const tj. tražimo y,(£) u obliku konstante jer je F(t) = U/RC 
takođe konstanta. Iz neprekidnosti napona kondenzatora uc(04) = uc(0_) zat > 0 dobijamo 


Ucp = U = u(t). Da bi odredili konstantu K zamjenjujemo početne uslove u relaciju (8.413) 
uc(0;) = K + ucp(04) = K HU 


Kako je uc(04) = 0 dobija se K = —U. Vidi se da konstanta K zavisi od oblika ekscitacije što 
nije bio slučaj kod sopstvenog odziva. Konačno se dobija: 


uc(t) = U (1-e ze) h(t) 


za Vt, ili 
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zat > 0 


(b) I način 


i(t) =C UGC ze h(t)+U (1-e =e) u) 


i(t) = ne no) + 08(t) 


Napomena: Impulsna funkcija definisana je samo za t = 0, a tada je U (1-e-ze) = 0. 
II način: 


(? dje so) iO = E Dult) = ED{UK(t)} = Zao 


Kada imamo impulsnu funkciju po pravilu (ima i izuzetaka) imamo neregularnu komutaciju, 
to jest dolazi do promjene početnih uslova. Tada treba odrediti nove početne uslove, odnosno 


odrediti 1(0_). Jedan od načina je integracija operatorske jednačine na intervalu od 0_ do 04 
Die 55) / fa 
— |ut)=—o0(t t 
(D+ a o=o / j 


iO + ra) jion- jioa 


i(04) — 1(0—) = U/R, a kako je 1(0_) = 0, dobija se: 


U 


i(0,) = R 


Drugi način bi bio na osnovu sledeće analize: 


(2 + mo) dj L Dust) 


Kako je stepen operatorskih polinoma jednak, a pošto tražimo struju kroz kondenzator (a 
ne napon na kondenzatoru) tada je to proizvoljan odziv i zadržavamo regularnu komutaciju. 
Rješenje se traži u obliku: 
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Dakle imamo da je: 


ZOE) + 2(04)6() + zll) = 580) 


Balansiranjem (izjednačavanjem koeficijenata uz h(t) i ô(t)) dobija se: 


“0 + zo| ht) =0 
2(0,) = — 


Sada imamo da riješimo homogenu diferencijalnu jednačinu: 


z0) + l= 0 


uz izmijenjeni početni uslov 2(0,) = U/R. Rešenje tražimo u obliku: 


lije Ke re 
U 
umre 
2(04) R 
slije Ze RO 


Tada je: 


za Vt. Treći način bi bio da nađemo neku relaciju sa početnim uslovima koji su poznati. U 


ovom primjeru to je relacija: 
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jer važe početni uslovi uc(0;) = uc(0_) = 0. 


8.9 Odziv na impulsnu ekscitaciju 


Po pravilu (ima izuzetaka) odziv na impulsnu ekscitaciju spada u neregularne komutacije. 
Posmatrajmo linearno i vremenski nepromjenljivo kolo r— tog reda, bez akumulisane energije, 


u kome djeluje impulsna eksitacija 
elt) = P(t) 


Diferencijalna jednačina odziva je 


sa 
D=ty(0_)=0, i=1,2,...,1 


Za posredno rješavanje koristi se veza Dirakove i Hevisajdove funkcije. Odziv na impulsnu 


eksitaciju je srazmjeran jačini udara eksitacije ?, i izvodu indicione funkcije po vremenu 


Ovaj drugi član je, takođe, funkcija vremena, a slično kao i indiciona funkcija, ne zavisi od 
jačine udara same eksitacije, već zavisi samo od mreže vezane za krajeve impulsnog generatora. 
Funkcija koja se dobija kao količnik odziva na impulsnu eksitaciju 1 jačine udara eksitacije 
je funkcija mreže koja se u ovom slučaju, naziva Grinovom (Green-ovom) funkcijom (ili 
impulsnim odzivom) i označava se sa g(t): 


g(t) = u du (8.414) 


o dt 


Priroda Grinove funkcije jednaka je odgovarajućoj prirodi indicione funkcije podijeljenoj sa 
vremenom (ili pomnoženom sa učestanošću). 


Primjer: Posmatrajmo kolo kao na slici 8.265, sa ug(t) = P0(t)iuc(0_) = 0. Diferencijalna 


Slika 8.265: RC kolo u kome djeluje impulsni generator napona 
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jednačina odziva po naponu kondenzatora je 


(? JE m0) TE zauli) = sadile) 


I način: Imamo rešenje za uc(t) kada djeluje Hevisajdova funkcija, tada definišemo indicionu 


funkciju za napon kondenzatora. 


f(t) = (1—e 72) h(t) 


Koristeći vezu Grinove i indicione funkcije, nalazimo Grinovu funkciju. 


oli) = Df(t) = sze Eh) +50) 


Imajući u vidu da impulsna funkcija izdvaja vrijednosti date funkcije u t = 0, dobija se: 
Odziv je, po definiciji: 
II način: Direktno rešavanje: 


(? i mo) id= EZ 


Pošto je Grinova funkcija za napon uc(t) 


dobijamo operatorsku jednačinu po g(t) 


1 1 
(? + mo) I) = rov 


Posmatrajući stepene polinoma A(D) i B(D) mogli bi zaključiti da je u pitanju regu- 
larna komutacija, ali impulsna ekscitacija mijenja početne uslove u kolu pa iz tog razloga 


pretpostavimo rešenje u obliku: 


Tada je: 


Dg(t) = 2(t)h(t) + z(t)d(t) + H18 (t) 


Ako ovu jednakost uvrstimo u operatorsku jednačinu, koristeći osobine impulsne funkcije, 
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dobijamo: 
KERM) + OAE) + Ad) + eleh) + Hle) = LS) 
“ 3 i RC“ RO = RC 
Balansiranjem se dobija: 
e uz funkciju h(t): 
ee 
z rozo = 
e uz funkciju 0(t): 
1 1 
H = 
(04) + BG" RC 
e uz prvi izvod funkcije ô(t): 
Hi = 0 
Dakle dobijamo sistem: 
Z) + Lat) =0 (8.415) 
RG ? 


uz novi početni uslov 2(0;) = 1/RC. Kako smo dobili da je Hy = 0, komutacija je regularna 


bez obzira na impulsnu funkciju. Rješenje jednačine (8.415) je: 


žita Ke re 


a iz početnog uslova dobijamo da je konstanta K = 1/RC, pa je konačno 


koa 
(arc ska 
Sada je Grinova funkcija 
(t) = z(t)h(t) = : -RE h(t) 
AE lje 


pa je odziv: 


uci) = gl)? = ze Ehl) 


III način: Polazeći od relacije za Grinovu funkciju u diferencijalnom obliku 


(? + no) sje EZ (8.416) 
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zat=0 


(D+76) glija 


Koristeći g(t) = z(t)h(t), dolazimo do relacije: 


Tražimo novi početni uslov z(0;). Ako integralimo relaciju (8.416) u granicama od 0_ do 01 


dobija se 


S, 1 % 1 % 
gl(t)|g) + za) IV = Rag oat 


Znači imamo 


a pošto je g(0_) = 0, dobija se: 


Dalji postupak je identičan prethodnom (II način). 
Primjer: Posmatrajmo kolo kao na slici 8.266 sa u(t) = Po(t) i uc(0_) = 0. Odrediti 


i(t) =? I način: Koristeći rešenje prethodnog primjera dobija se: 


ug(t) uo 


i(t) = oo = Ole Te (-=2) nija OC 26 (i) 


odnosno 
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II način: Predpostavimo da imamo odziv na Hevisajdovu funkciju to jest da imamo indicionu 


funkciju: 
1 + 
1O = ze ehli) 

Tada je 

olt) = Df() = ze eht) + Ealt) 
pa je 

= e 
i(t) = Pg(t) = Pre" FC h(t) + ru (t) 


ITI način: Direktno rešavanje diferencijalne jednačine po struji: 


(2 + z5) TE Z Dult) = IO 


Kako je stepen operatorskih polinoma jednak, a u pitanju je impulsna funkcija, tada je to 


sigurno neregularna komutacija. Ako uvedemo Grinovu funkciju kao: 


dobijamo diferencijalnu jednačinu po g(t) u obliku 


(? + z5) g(t) = Srle) (8.417) 


Predpostavimo rešenje u obliku 


Dg(t) = 2(t)h(t) + z(t)d(t) + H18 (t) 


Koristeći osobine impulsne funkcije dobijamo 


Dg(t) = z (t)h(t) + 2(01)8(t) + Hið (t) (8.418) 
Zamjenom relacije (8.418) u diferencijalnu jednačinu po g(t), relacija (8.417), dobija se 


OETA OEE + zalihi) + sono) = sos) 


Balansiranjem se dobija: 


e uz funkciju A(t) 
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} 1 
Z(t) + saz) =0 
e uz funkciju ô(t) 
1 
HE 
e uz prvi izvod funkcije 0(4) 
SE S 
"7 BO 


Sada rešavamo novu diferencijalnu jednačinu uz novi početni uslov 


! 1 T. = — 1 
z'(t) + rot =(0 2(0%) = TAC 


Pa je rešenje 


IV način: 


Odredimo početne uslove integracijom 


fi O 1°% 
g(t) + ROJ a = Ry. 6'(t)dt (8.419) 


Ako u relaciju (8.419) uvrstimo izraz g(t) = z(t)h(t) + Hıô(t) dobijen u prethodnom dijelu 


(način III) imamo 


04 


1 1% 1 
sa — fH EOE D 
(04) — 9(0-) + gaf OOd + ze | Od = F BO - 600.) 
Koristeći uslov zadatka g(0_) = 0 i osobine delta funkcije, dobija se 


Hı 
N) 
g(04) + RC 


Pošto imamo još dvije nepoznate (g i Hı ), da bi ih odredili integralimo relaciju (8.419) 
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u(t) = Pć(t) 


Slika 8.267: 


04 1 
t)dt = — 
LI H 


04 0+ 
Jg(b)dt + f Hiô(t)dt = — 
ò- ò- 

pa se dalje dobija Hı = 1/ R,odnosno 


1 
g(04) = -C 


Dalji postupak je identičan kao u prethodnom dijelu (način III). 


8.10 Interpretacija odziva na impulsnu eksitaciju kao 


odziva usled akumulisane energije 


Redna veza neopterećenog kalema i generatora impulsnog napona može se zamijeniti kalemom 


sa akumulisanom energijom koja odgovara struji: 
o 
Io == L 


Rješenje odziva u oba slučaja je isto. Stoga postoji ekvivalencija između sledeća dva elementa 
prikazana na slici 8.267: 

Moramo napomenuti da ova ekvivalencija važi pod uslovom da se redna veza kalema i 
kondenzatora nalazi bar u jednoj konturi ili petlji koja ne sadrži kalemove. Potvrdu pomenute 
tvrdnje ilustrovaćemo na primjeru prikazanom na slici 8.268: 


Struju neopterećenog kalema datu relacijom: 


Pija / no (8.420) 
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ilt) R Ñ c 


u(0;) = Uo = s 


Slika 8.269: Ekvivalencija paralelne veze neopterećenog kondenzatora i strujnog generatora 


možemo nakon rastave granica integraljenja predstaviti u obliku: 


KOE Z / nota D / ui (8.421) 


Posmatrajući sliku 8.268. možemo napisati da je: 
ur(t) = P0(t) — up(t) — uc(t) (8.422) 


Smjenom relacije (8.422) u (8.421) dobijamo izraz za struju kalema u obliku: 


0+ t 
ije E J boen Z J de (8.423) 
0_ 04 
odnosno: ; 
t= ? + zfulnar (8.424) 
0+ 


jer su integrali napona otpornika i kondenzatora jednaki nuli pošto ne sadrže impulsne funkcije. 
Relacija (8.424) predstavlja struju kalema sa početnom vrijednošću 11(0+) = Jo = #/L. Otuda 
i navedena ekvivalencija. Isto tako, paralelna veza neopterećenog kondenzatora i generatora 
impulsne struje može se zamijeniti za pozitivne vrijednosti vremena (t > 0) jednim opterećenim 
kondenzatorom sa početnim uslovom uc(04) = Uo = Q/C, tj. postoji ekvivalencija između 
dva elementa prikazana na slici 8.269: 


Ova ekvivalencija važi ako za zajednički čvor (presjek) neopterećenog kondenzatora i gen- 
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Slika 8.270: Paralelna veza otpornika, kalema i kondenzatora 


eratora nije vezan nijedan drugi kondenzator. Potrvdu predhodne tvrdnje ilustrovaćemo na 


primjeru prikazanom na slici 8.270: 
Napon neopterećenog kondenzatora uc(t) = u(t) predstavljen je integralom: 
t 
(0) = fid 
u(t) = — | ic(r)dr 
ce 
0- 


koji se može rastaviti na dva integrala oblika: 


0+ t 
doje 5 / kite 5 f lo (8.425) 
0— 04 


Posmatrajući sliku 8.270. možemo napisati da je: 
ic(t) = Q(t) — ialt) — iz(t) (8.426) 


Zamjenom relacije (8.426) u relaciju (8.425) napon kondenzatora dobija oblik: 


O4 t 
u(t) = 5J [Q8(T) — ia(T) — iz(T)| dr + 5 ficlnar 
0— 0+ 
odnosno: ; 
u(t) = 2 + a ic(T)dr (8.427) 
04 


jer su integrali struja otpornika i kalema jednaki nuli pošto ne sadrže impulsne funkcije. 
Relacija (8.427) predstavlja napon kondenzatora sa početnom vrijednošću u(0;) = Q/ Ć pa 


otuda slijedi i navedena ekvivalencija. 
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8.11 Izmjena početnih uslova pri djelovanju impulsne 
eksitacije 


Pri djelovanju impulsnog generatora u kolu, s obzirom da eksitacija trenutno dostiže veoma ve- 
liku vrijednost, ne moraju biti ispunjeni uslovi za neprekidnost napona kondenzatora, odnosno 
struje kalema. Stoga u nekim dinamičkim elementima, zavisno od toga kako su vezani u kolu, 
može doći do trenutne izmjene početnih uslova. U nekim slučajevima se analiza rada kola 
sa Dirakovim eksitacijama može uprostiti time što djelovanje generatora opisujemo pomoću 
izmjene početnog uslova. Posmatrajmo na primjer kolo bez akumulisane energije, u kome 


djeluje impulsni generator napona: u(t) = Po(t), kao na slici 8.271. 


iL L, lo 
000 


Slika 8.271: Imjena početnih uslova kalema pri djelovanju impulsnog generatora napona 


Ako na red sa kalemom L; nije vezan nijedan drugi kalem iz mreže N, tada je kolo sa slike 
8.271(b) ekvivalentno predhodnom kolu. Jednačina dinamičke ravnoteže kola sa slike 8.271 (a) 
je 

di 
ug(t) = LSE + u(t) (8.428) 
gdje je u(t) napon na pristupu mreže N. Ako mreža N ne sadrži neki kalem Lj, j Æ 1, u 
rednoj grani sa kalemom L;, tada, gledano prema toj mreži, napon u(t) neće sadržati član sa 
izvodom struje u(t) po vremenu, pa će, stoga, biti ograničena funkcija vremena. Stoga, ako 
integralimo relaciju (8.428) u granicama (0-,07), dobićemo 
o 


i(0+) = A (8.429) 


o+ 
jer je (07) = 0, a f u(t)dt = 0. Znači da se grana sa rednom vezom impulsnog generatora 
ie 


napona ug(t) = Po(t) i kalema Lı bez akumulisane energije, može zamijeniti granom sa 
kalemom iste induktivnosti i strujom #1(07) = Ti Uslov je da za kalem L; nije vezan redno 


nijedan drugi kalem. U protivnom bi se fluks e raspodijelio na oba kalema: npr. ako je neki 


kalem Lə vezan na red sa Lı, tada bi izmijenjen početni uslov za struju kalemova bio 
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. l o 
ti (07) = i2(07) = EA (8.430) 


Posmatrajmo kolo bez akumulisane energije kao na slici 8.272.Ako se u mreži V ne nalazi 


Slika 8.272: Izmjena početnih uslova kondenzatora pri djelovanju impulsnog generatora struje. 


nijedan kondenzator u paralelnoj vezi sa Ci, tada je mreža sa slike 8.272(b) ekvivalentna 
predhodnoj. Drugim riječima, paralelna veza impulsnog generatora struje, i(t) = Qô(t), i 
kondenzatora Cı bez akumulisane energije, ekvivalentna je grani sa kondenzatorm iste kapac- 


itivnosti i izmijenjenim početnim uslovom 


de je (8.431) 
Ci 
I ovdje, u slučaju da mreža N sadrži kondenzator, npr. C2, u paralelnoj vezi sa Ci, izmijenjen 
početni uslov će biti 
Q 


uc (0+) = UC (07) = EET (8.432) 


8.12 Osobine odziva uključenja 


Za linearna i vremenski nepromjenljiva kola odziv usled djelovanja generatora posjeduje ista 
osnovna svojstva kao i odziv usled početnih uslova (sopstveni odziv), a to su: svojstvo lin- 
eranosti i svojstvo vremenske invarijantnosti (odnosno nezavisnosti oblika odziva od mo- 
menta uključenja generatora), što je određeno prirodom diferencijalne jednačine odziva. Sluča- 
jevi djelovanja impulsnih generatora u kolima sa dinamičkim elementima mogu se posmatrati 
i u skladu sa zaključcima datim u predhodnom poglavlju što je ponovo prikazano na slici 
8.273.Tada se paralelna veza impulsnog strujnog generatora i(t) = Q0(t) i kondenzatora bez 
akumulisane energije, uc(0_) = 0, može zamijeniti granom koja sadrži samo kondenzator sa 
izmijenjenim početnim uslovom: uc(04) = Q/C - slika 8.273 (a). Analogno se pokazuje za 
rednu vezu impulsnog generatora napona ug(t) = ĐPo(t) i kalema bez energije - slika 8.273 


(b). Ekvivalencija važi za svako t > 0. Pokažimo ovo za slučaj kola prikazanog na slici 
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= uo = U C 
uo(0_) = 0 Q 
Ći) Vg=uc(0,)=% 
L ù L, lo i 
MOLO = 
TEE METE 
(0) =0 14=4(0,)=7 


Slika 8.273: Ekvivalentne šeme: (a) Paralelna veza i(t) = Q0(t) i kondenzatora, (b) Redna 
veza ug(t) = Po(t) i kalema. 


8.274 u kome djeluje impulsni naponski generator ug(t) = Po(t) uz početni uslov iz(0—) = 0. 


Jednačina glasi 


Slika 8.274: Prosto RL kolo sa impulsnim generatorom 


di(t) 
dt 


Koristićemo direktno rešavanje. Za t > 0 (znamo da je (t > 0) = 0) 


L + Ri(t) = 86(1) (8.433) 


di(t) 
dt 


Rješenje ove diferencijalne jednačine je 


L 


+ Ri(t) = 0 


i(t) = Det! 


gdje je (04) = Io nepoznata vrijednost koju treba odrediti. Za Vt važi 
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i(t) = Ioe Z{h(t) (8.434) 
Ako predhodnu relaciju diferenciramo po vremenu dobijamo 


di(t) 
dt 


R 
= -7 loe tn) Eat) (8.435) 
jer ô(t) izdvaja vrijednosti za t = 0 tj. e-?!| = 1. Kada relaciju (8.435) uvrstimo u 
t=0 
diferencijalnu jednačinu, relacija (8.433), tada se balansiranjem (izjednačavanjem koeficijenata 


uz iste funkcije) dobijene jednačine dobija 


LIo8(t) = &6(t) 


odnosno = 
Io = L 
Konačno se dobija: 
o 
i(t) = 70 kl) 


Zaključak: Ako imamo odziv uključenja dat relacijom: 


di(t) 


L 
dt 


+ Ri(t) = Po(t) 
uz početni uslov #(0_) = 0, odziv je 


o 
i(t) = ne 


što je potpuno ekvivalentno odzivu usled početnih uslova. Taj slučaj dat je jednačinom 


h(t) 


dilt) a 
L 7 + Ri(t) = 0 
i(04) = Ío = 


pa je odziv 


8.13 Potpuni (kompletan) odziv 


U najopštijem slučaju kolo sadrži generatore i posjeduje akumulisanu energiju. Odziv koji 


pritom nastaje predstavlja tzv. potpuni (ili ukupni) odziv, a posledica je uticaja oba 
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navedena uzroka. Posmatraćemo, kao i do sada, linearna i vremenski nepromjenljiva kola. 
Slika 8.275. simbolički prikazuje jedno takvo kolo koje se sastoji iz linearne i vremenski 
nepromjenljive mreže N, koja posjeduje akumulisanu energiju, i ukupno g = f + h nezavisnih 


generatora: Ugi,- Uge igis- gn koji su predstavljeni van mreže. 


Slika 8.275: Složeno kolo. Određivanje potpunog odziva 


Diferencijalna jednačina odziva za ma koju promjneljivu y(t) € {w, u}, l = 1,2, ...b, je 


oblika 
g 


A(D)y(t) = X |By,s(D)es(t)| = Fy,e(t) (8.436) 


s=1 


Za rješenje jednačine (8.436) potrebno je znati prvih r početnih (izvedenih) uslova 


y(0") = ho 
Dy(07) = h20 
DUO) = hw (8.437) 
gdje su vrijednosti hio, { = 1,2,3,...,r, određene stvarnim početnim uslovima: uc,(07), 


iz (0+), k = 1,2,...,bc, j = 1,2, ...,bz kao i vrijednostima eksitacija u,,, (07), ig, (0+), m = 
1,2, ..., f, n = 1,2,...,h. Pri tome, ako je komutacija regularna tada je uc, (0™) = uc,(07) 
i iz (0*) = ir,(07), dok u protivnom treba odrediti izmijenjene početne uslove. Tehnika 
rješavanja jednačine (8.436) može biti dvojaka. Jednačina se može rješavati direktno, ili super- 
pozicijom. Prvi način je preporučljiv jedino u slučaju da djeluju samo Hevisajdovi generatori: 


es(t) = Esh(t). U slučaju djelovanja generatora iz različitih klasa funkcija, posebno ako su 
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neke od njih impulsne, podesnije je rješavati primjenom superpozicije, s obzirom na praktične 


poteškoće koje se mogu javiti pri određivanju (izmijenjenih) početnih uslova. 


8.13.1 Direktno rješavanje 


U ovom slučaju se rješava polazna nehomogena diferencijalna jednačina (8.436) na isti način 
kao u slučaju djelovanja generatora, s tim što na izvedene početne uslove (8.437) utiču i stvarni 


početni uslovi, a ne samo eksitacije. Rješenje jednačine je u obliku 


y(t) = yn(t) + yp(t) (8.438) 


dakle, rješenje y(t) se dobija kao suma rješenja odgovarajuće homogene diferencijalne jed- 
načine, što je označeno indeksom “h”, i partikularnog rješenja koje je istog oblika kao neho- 
mogeni dio diferencijalne jednačine a to je označeno indeksom “p”. Partikularno rješenje se 
naziva i prinudnim odzivom. Član y,(t) predstavlja rješenje odgovarajuće homogene diferen- 


cijalne jednačine 


A(D)yn(t) = 0 (8.439) 
i ima jedan od oblika 
S KO et, (51 E S2 Fot F Sp) 
Faa. 7 8.440 
vlt) SIKO ety 5 KOest |. Vo 
= ipi (sı je reda p) 


zavisno od toga da li su sopstvene učestanosti proste ili ima i višestrukih. Ovo rješenje je 


moguće predstaviti i kraće u vidu izraza 
Yn(t) = X Yn (t) (8.441) 
imi 


gdje članovi y(t), L = 1,2,...,r, odgovaraju sabircima koji figurišu pod znakom sume u 
(8.440), bez obzira na red višestrukosti sopstvenih učestanosti. 
Član y,(t) je partikularno rješenje koje je istog oblika kao nehomogeni dio jednačine (8.436), 


dakle, srazmjerno je eksitacijama 


itd) = St, yps(t) ~ es(t) (8.442) 


Partikularno rješenje se može odrediti član-po-član, zamjenom predpostavljenih odziva y,(t) 
u polaznu diferencijalnu jednačinu (8.436) i balansiranjem lijeve i desne strane. Konstante 


KO u rješenju homogenog dijela se, potom, određuju na osnovu početnih uslova (8.437). 
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8.13.2 Rješavanje superpozicijom 


U mnogim slučajevima korisno je primijeniti superpoziciju. Odvojeno tražimo odziv na aku- 
mulisanu energiju, yo(t), u kolu bez generatora kao na slici 8.276a), i odziv usled djelovanja 


generatora, y(t), u istom kolu, ali bez početnih uslova - slika 8.2760). Ukupni odziv je jednak 


a) b) 


Slika 8.276: Primjena principa superpozicije pri određivanju potpunog odziva. a) Odziv usled 
početnih uslova, b) odziv usled djelovanja generatora. 


sumi ova dva 
y(t) = yo(t) + ye(t) (8.443) 


Ovaj postupak smijemo da primijenimo u linearnim kolima, što se lako ovjerava na osnovu 
svojstva linearnosti za odziv usled djelovanja generatora. Naime, elemente sa akumulisanom 
energijom u t = 0 možemo, za t 2 0, predstaviti vezom konstantnih generatora i elemenata 
bez energije, čime se slučaj svodi na kolo sa generatorima. Sopstveni odziv se određuje iz 
homogene diferencijalne jednačine 

A(D)yo(t) = 0 (8.444) 


sa izvedenim početnim uslovima 


v0(07) = fio, Dyo(07) = foo, < D v0(07) = fro (8.445) 
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koji su određeni sa uc, (0™) iir,(0%), k = 1,2,...,bc, j = 1,2,...,bz, pri čemu važi ista 


napomena kao za regularnu i neregularnu komutaciju. Rješenje jednačine (8.444) je 
volt) = yon(t) = Xyon (t) (8.446) 
iz1 


gdje su članovi y0(t) istog oblika kao u (8.440). Konkretno, ako su svi korjeni karakteristične 


jednačine prosti, članovi yom (t) su oblika 
Von(t) = KO et" (8.447) 


Koeficijente K, U nalazimo iz početnih uslova (8.445), odnosno iz sistema jednačina koji se 
dobija formiranjem vrijednosti yoọ(0*), ..., D"-'yo(07). 


Odziv usled djelovanja generatora se određuje iz nehomogene diferencijalne jednačine istog 
oblika kao (8.436), ali sa uc,(0-) =0 i 1z,(07) = 0, odnosno 


A(D)ye(t) = Fy,e(t) (8.448) 
i izvedenim početnim uslovima 
ze (O = kino, Dye(07) = Koo, > DU ye(07) = po (8.449) 
koji su određeni samo eksitacijama. Rješenje jednačine (8.448) je dato sa 


Ye(t) = Ven(t) + Vep(t) (8.450) 


gdje je yn(t) oblika (8.440), dok je yp(t) srazmjerno eksitacijama. Konkretno, ako za kolo 
na slici 8.275 predpostavimo da su sopstvene učestanosti proste, rješenje homogenog dijela 


jednačine je jednako 
jalt)= Ke“ (8.451) 
izi 


a Yep(t) je dato istim izrazom kao (8.442) 


Vep(t) = Yp(t) (8.452) 


i može se odrediti kao i ranije. 


Ovdje smo rješenje homogenog dijela posmatrali u jedinstvenom obliku (8.451). Mogli smo 
i njega naći superpozicijom. Naime, odziv usled djelovanja generatora se može posmatrati 


član-po-član u obliku 
g 


Ve(t) = 2 Yes(t) (8.453) 


s=1 


gdje je Yes(t) rješenje na jednu od eksitacija es(t), s = 1,2,...,g, što dobijamo iz pojedinačnih 
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diferencijalnih jednačina 
A(D)yes(t) = Bys(D)es(t), s=1,2.::9 (8.454) 


sa početnim uslovima D'y.;(0") koji su određeni samo posmatranom eksitacijom e,(t) u t = 
07. 
U svakom slučaju, rješenje y(t), dobijeno direktnim putem - relacija (8.438) 
y(t) = yn(t) + Yp(t) 
mora biti identično rješenju koje smo odredili superpozicijom - relacija (8.443) 


y(t) = yolt) + ye(t) 


Kako je, sa druge strane 
volt) = Von(t) 


Ve(t) = Ven(t) + Vep(t) 


poređenjem ovih oblika zaključujemo da je 


Yn(t) = yon(t) + Yen(t) (8.455) 


Yp(t) = Yep(t) (8.456) 


Konkretno, iz (8.455) i predhodnih relacija (8.446) i (8.451), dobijamo vezu između koeficije- 
nata koji karakterišu rješenje homogenog dijela 


KO SK TER 1=12,.,7 (8.457) 
pri čemu, ako primijenimo superpoziciju i za djelovanje svakog od generatora, imamo da je 


g 
K= Y KÌ (8.458) 
s=1 


na osnovu relacije (8.453). Tehnika određivanja potpunog odziva može biti proizvoljna, uz 


već izrečenu napomenu da je rješavanje superpozicijom, možda, jednostavnije. 


Primjer: Posmatrajmo kolo sa akumulisanom energijom kao na slici 8.277 u kome djeluje 
Hevisajdov generator napona u(t) = Uoh(t). Odrediti struju i(t) =? 
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Slika 8.277: Prosto RL kolo - traženje kompletnog odziva 


I način: Početni uslov je jednak iz(0—) = Io pa je struja u kolu jednaka 
i(t) = i(t) + da(t) 


gdje je komponenta 11(t)— odziv usled početnih uslova a t2(t)— odziv usled uključenja. Za 
odziv usled početnih uslova posmatramo kolo na slici 8.278 za koje je diferencijalna jednačina 


odziva jednaka 


it) R 


Slika 8.278: Određivanje komponente sopstvenog odziva 


di, (t) 


L 
dt 


+ Ru(t) =0 


Rešenje ove diferencijalne jednačine je: 
ti (t) = he ft 


Za odziv uključenja posmatramo kolo na slici 8.279 u kome je iz(0_) = 0 a diferencijalna 


jednačina odziva je jednaka 


Slika 8.279: Određivanje komponente prinudnog odziva 
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diz(t) 
dt 


Rešenje ove diferencijalne jednačine je: 


L 


+ Ria(t) = ug(t) 


i(t) = —ip(0)e È + ip 


Za odziv uključenja rešenje se traži kao suma rešenja homogenog i prinudnog rešenja. Ako je 
ug(t) = Uh(t), tada je: 


7 pa U _R; 
io(t) = R (1 —e ) h(t) 
Ukupan odziv je 
i(t) = De"£' + te e-2') h(t) (8.459) 
i R 


Napomena: Pošto su početni uslovi “istorija” ( ne znamo šta je izazvalo akumulisanje energije 
u intervalu vremena od —oo do 0_), uz odziv usled početnih uslova ne piše se A(t), što nije 


slučaj za odziv usled uključenja. Relacija (8.459) predstavljena je na grafički na slici 8.280.II 


i(t) 


Slika 8.280: Grafiči prikaz struje i(t) 


način: Posmatrano diferencijalnu jednačinu odziva 


di(t) 


L 
dt 


+ Ri(t)=0 
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Sada je: 
i(t) = is(t) + ip(t) = AC Èt + = 


Konstantu A određujemo iz početnog uslova: i(0_) = Jo pa slijedi da je 


U 
A=lh+— 
0+ 


Dalje je 


Slika 8.281: Grafički prikaz struje i(t) - II način 


jednačine višeg reda kao sume rešenja homogene diferencijalne jednačine i jednog partikularnog 
rešenja nehomogene diferencijalne jednačine. Oba načina su jednako tačna, ali je pristupačniji 
način superpozicije odziva usled uključenja i odziva usled početnih uslova, a za njih je moguća 


primjena svojstva linearnosti i stacionarnosti. 


8.13.3 Opšti zaključak za klasičnu metodu: 


Klasična metoda je sistematska metoda ali je složenija iz razloga što treba rešavati diferenci- 
jalne jednačine n - tog reda (r algebarskih jednačina za dobijanje početnih uslova). Važno: 
Za kompletan odziv ne važe osobine linearnosti i stacionarnosti. Ove dvije osobine važe za 
odzive usled uključenja i početnih uslova, ali ne i za njihov zbir. Dakle, za rešavanje dinamike 
kola imamo Furijeovu i Laplasovu transformaciju i klasičnu metodu. Furijeova transformacija 
važi za odziv uključenja, dok je Laplasova transformacija najefektivniji metod. 

Zadatalk 1: U kolu prikazanom na slici 8.282 odrediti struju kroz kalem za t > 0 ako 


je i(0—_) = 2A. Rješenje: Prvo ćemo odrediti komponentu struje + koja potiče od početnih 
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Slika 8.282: Kolo uz zadatak 1 


uslova. Označićemo ovu komponentu sa ip. Ova komponenta se računa kada su svi nezavisni 
izvori (naponski i strujni) u kolu ukinuti (naponski-kratak spoj, strujni-prekid). U ovom 
slučaju sve otpornosti u kolu mogu biti zamijenjene sa ekvivalentnom otpornošću Re = 4/5 Q 


i kolo je prikazano na slici 8.283. Primjenom KZN na kolo sa slike 8.283 dobijamo 


Slika 8.283: Određivanje komponente in 


4 (din 4, 
g TE A 
(S) twin 0 (8.460) 


Koristeći Omov zakon, v = fi, i dijeljenjem sa 4/5 relacija (8.460) postaje 


Početna vrijednost je 1(04) = i(0_) = 2 A, dok je karakteristična jednačina: s + 4 = 0, pa je 
ova komponenta jednaka 
in(t) = 2e€ + (8.461) 


Sada treba odrediti komponente ove struje koje nastaju usled djelovanja nezavisnih gtener- 
atora. Svi početni uslovi su jednaki nuli a primjenjujemo metod superpozicije. Komponente 
su: ip koja nastaje usljed djelovanja naponskog generatora (slika 8.284 (a)) i €» koja nastaje 


usled djelovanja strujnog generatora (slika 8.284 (b)). Primjenom KZN u kolu na slici 8.284 
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Slika 8.284: (a) Kolo za komponentu tz1; (b) Kolo za komponentu 1,2 


(a) dobijamo 
i + 4(i — i2) = 80 


4 dis i : 3 
222 Ali 
5 dt +311 + (di i2) 0 


Rjšavanjem prve jednačine po 41 i zamjenom u drugu dobijamo 


diz l . 
dt + 442 = 20, i2(04) = 0 


jer su svi početni uslovi sada jednaki nuli. Rješenje gornje diferencijalne jednačine je 
ia(t) = 51 — e") = ip (8.462) 


Komponenta ove struje kada djeluje samo strujni generator dobijamo kada na kolo prikazano 


na slici 8.284 (b) primijenimo KZN i na taj način dobijamo 


4 /di l l . ; 
5 (2) + (1 — i2) — 3(t2 — i1) =] 


219 + 2 (iz + 10) + (iz = i1) = 0 
Rješavajući drugu relaciju po t2 i zamjenom u prvu dobijamo 
du 


111 =; = 4(04) =0 


jer su svi poćetni uslovi jednaki nuli. Rješenje gornje diferencijalne jednačine je oblika 


ut) = -5(1—e “)A 
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Sa slike 8.284 (b) vidimo da je 
iplt)=-u=5(1-e"“)A 
Koristeći princip superpozicije ukupnu struju dobijamo kao sumu pojedinih komponenti tj. 
i(t) = i(t) + ip (t) + ip2(t) = 2e€ + + 10(1 — e“) = 10 — se ? A 


Zadatak 2: U kolu prikazanom na slici 8.285 odrediti napone v i vw zat = 0 ako je 


ono bilo u stacionarnom stanju u trenutku t = 0_.Rješenje: Prvo treba odrediti napone na 


i. 


Vi 


Slika 8.285: Kolo za zadatak 2 


kondenzatorima u trenutku t = 0_. Za t < 0 prekidač je ztvoren, kolo je u stacionarnom 
stanju pa je 
vi(0_) = v2(0_) = 12(1) =12V 


Kondenzator od 2F je kratko spojen sa masom pa je za t < 0, va(0_) = OV i vi(0_) = 12 V. 
Usled neprekidnosti napona na kondenzatoru slijedi da je v1(0_) = vı (04) = 12V i v2(0_) = 
v2(04) = 0V. Ove vrijednosti su potrebne da bi se izračunali početni uslovi u trenutku t = 0, 
koji su nepohodni za rješavanje diferencijalnih jednačina. Primjeno KZS u čvorovima u kojima 


se računaju naponi vi i va imamo 


d 

== + (v = v2) =12 (8.463) 
dt 

2 FA —v=0 (8.464) 


Rješavajući jednačinu (8.463) po v2 dobijamo 


dv 
v = = kti=12 (8.465) 


i zamjenom u relaciju (8.464) dobijamo 


d (du dvi m 
m (Z+u-12) +3(Z+u-12) —vu=0 
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a nakon dijeljenja sa 3 dobijamo 


div; 5 dv; 
— — — = 1 . 
ror uR (8.466) 


Relacija (8.466) predstavlja diferencijanu juednačinu po naponu vı. Karakteristična jednačina 


(polinom) je 


9 1 
+55+1=(s+?2) (+5) =0 


Odvade slijedi da je homogeno rješenje diferencijalne jednačine jednako 


Uhi = Kje” + Koe +? 


Pošto je eksitacija oblika konstante (f(t) = 18) to će i prinudna komponenta ili partikularno 
rješenje biti oblika konstante tj. v,; = A. Zamjenom u relaciju (8.466) dobijamo da je A = 18. 


Prema tome, kompletan (ukupni) odziv je jednak 
v(t) = Kie” + Koe"? +18 (8.467) 


Smjenom t = 0, u relaciju (8.467) i izvod te relacije po vremenu dobijamo 


d 1 
ZI sik (8.469) 
dt lo 2 

EF 


Napon na kondenzatoru je jednak 


Ho 


ZI 
dt 


= (8.470) 


t=0+4 
Primjenom KZS na čvor 1 dobijamo 
41(0+) + (v1 (0+) — v2(0+)) = 12 
ili 
i1(0+) =12—12=0 


ili prema relaciji (8.470) dvi/dt|,, = 0. Sada možemo izračunati konstante Kı i Kə prema 
relacijama (8.468) i (8.469): 
Ki+K,=—6 
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1 
—2Ki = g == 0 


Odvade slije da je K; = 2 a Kə = —8. Tada je kompletan odziv jednak 
vy = 2e% — 8e 2 + 6V 
Drugi napon dobijamo shodno relaciji (8.465) a koji je jdnak 


d 
Ga (26% — se "2? +6) + (2e™ — se"? +6) — 12 = —2e” — 4e "2? — 6V 


JEDNAČINE STANJA - MODEL 
STANJA 


Osnovni sistem jednačina električniog kola dobijenih na osnovu Kirhofovih zakona i karak- 
teristika elemenata može se svesti na sistem od r nezavisnih diferencijalnih jednačinaprvog 
reda po promjenljivim koje definišu stanje električnog kola. Promjenljive veličine kojima 
se opisuje stanje kola jesu promjenljive stanja, a dobijeni sistem diferencijalnih jednačina pr- 
vog reda jeste sistem jednačina stanja. Stanje kola (stanje nekog fizičko tehničkog sistema ) 
određeno je sopstvenom energijom kola i pobudama. Izabrane promjenljive stanja u oznaci 


x;(t) za i = 1,2,...,r, biće promjenljive stanja ako su ispunjeni sledeći uslovi: 


1. Iz poznatih vrijednosti tih promjenljivih u proizvoljnom početnom trenutku to datih kao 
x;(t) i poznatih ekscitacija e:(t), s = 1,2,...,g, u trenutku tọ pa nadalje mogu se 
odrediti: 


xilt) za Vt > to 


2. Na osnovu vrijednosti x;(t) i es(t) može se odrediti bilo koja promjenljiva y;(t) za 


j =1,2,...,p. Veličine y;(t) se nazivaju izlaznim promjenljivim. 


U električnim kolima početni uslovi su određeni akumulisanom energijom u dimaničkim 
elemetima. Ona se može opisati količinom elektriciteta u nezavisnim kondenzatorima gox(to) 
gdje je k = 1,2,..., (bc — mc), i fluksevima u nezavisnim kalemovima ¢z;(to) za j = 
1,2,..., (bz — mz). Umjesto qok i A, koriste se Uck i izx. Ove veličine se nazivaju 
nezavisnim početnim uslovima. Ovdje je: bo— ukupan broj kondenzatora, mc— broj kontura 
koje sadrže samo kalemove i nezavisne naponske generatore, bp — ukupan broj kalemova i mr— 
broj presjeka koji sadrže samo kalemove i nezavisne strujne generatore 

Iz toga je razloga korisno i racionalno za promjenljive stanja izabrati napone na konden- 
zatorima, odnosno struje u kalemovima, jer se u tom slučaju koriste direkno nezavisni početni 
uslovi pa je rešavanje kola jednostavnije. Rešavanje kola pomoču jednačina stanja ima pred- 


nost nad ostalim metodima rešavanja u sledećim slučajevima: 


1. Ako se zahtijeva rešavanje kola po većem broju promjenljivih, ili po svim promjenljivim. 
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2. Ako se zahtijeva analiza cijelog kola u smislu ispitivanja stabilnosti i uticaja pojedinih 


parametara na rješavanje kola. 


3. Ako se zahtijeva sinteta električnog kola, koje elemente i sa kojim vrijednostima treba 


odabrati da bi se kolo ponašalo na željeni način. 


4. Rešavanje kola je efektivno posebno ako se koriste savremeni kompjuteri. Danas postoje 


izuzetno efikasni algoritmi za rešavanje ovih jednačina. 


5. Mogu se rešavati i nelinearna i vremenski promjenljiva kola. 


Pored rešavanja električnih kola jednačine stanja imaju veliku primjenu u analizi i sintezi 
raznih fizičko tehničkih sistema. Kod klasične metode došli smo do diferencijalne jednačine 
r-tog reda: 

d'y di y dy 


r— r-1——— +... — = F(t 
MT er VOL (t) 


po promjenljivoj y = y (t). Koeficijenti a; su realni za linearna i recipročna kola, dok F(t) 
zavisi od topologije i vrste elemenata u kolu. Za rješavanje nam treba r algebarskih jednačina 
da bi dobili integracione konstante iz početnih uslova. Ovu diferencijalnu jednačinu težimo 
dovesti u takozvanu Košijevu formu (sistem od r diferencijalnih jednačina prvog reda): 


Dz = Auzi + A1222 +... + 4127 + fi 


Dr = Az z1 + A2229 +... + A2,2, + fo 


DX, = Arzı T A,2T2 daski Ardi T Ír, 


gdje su: %;, i= 1,2,...,r— promjenljive stanja, D = d/dt— operator. Koeficijenti A;j i, j = 
1,2,...,r su realne veličine i zavise od topologije i vrijednosti parametara kola. Neki od 
njih mogu biti jednaki nuli, f; i = 1,2,...,r— zavise od pobude ali i od topologije kola. U 


matričnom obliku ovaj sistem bi se mogao napisati kao: 


Da(t) = Az(t) + f(t) 


N 


Koristeći znaku 


pa možemo pisati 
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gdje je 
zi(t) ži(t) Au Ap © Ar 
To(t tolt A A +... Áo 
wa thans] aa fa A 
mlt) r(t) Arı A,2 ka Arr 


A— matrica sistema (zavisi od topologije kola, vrste elemenata, vrijednosti). Red matrice 
sistema određuje red složenosti kola. Matrica A je nesingularna. Matricu f(t) možemo za 


N 


kolo koje posmatramo (linearno i recipročno) predstaviti preko ekscitacije e(t). 


e,(t) 
Bi — matrica reda r x S, B, — matrica reda r x s. Drugi član u izrazu za f (t) dat kao Belt JE 


pojavljivaće se samo u sladje kada kolo sadrži EC konture i/ili LJ. presjeke. Ako kolo 


ne sadrži RC konture i LJ presjeke tada pišemo: 


i(t) = Az(t) + Belt) 


~N 


Na sličan način možemo odrediti izlaze (kada su poznate promjenljive stanja) 


y(t) = Cuz + Ciao +... + CirZr + gı 


yalt) = Catı + C2222 +... + Corr + 92 


Yp(t) = Cp1X1 + Op2T2 SUE SIR CprEr + Jp 


Konstante C;; (i,j = 1,2, ...,p,r) su realne veličine i zavise od topologije i vrijednosti param- 
etara kola. Neki od njih mogu biti jednaki nuli, 91...9p— su funkcije koje zavise od ekscitacije. 


U matričnom obliku 
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Matrica C je reda px r_a matrica g(t) se može napisati kao 


(av) 


g(t) = Diet) + Det) 


Matrice Di i D su reda px s. I u ovom slučaju važi da se član Doč(t ) javlja samo u 
slučaju kada se u kolu pojavljuju EC konture i/ili LJ presjeci. U suprotnom je: 


y(t) = Ca(t) + De(t) 


(SVI 


Dakle, dobili smo sistem: 


r(t) = Az(t) + Be(t) (9.471) 


u(t) = Ce(0) + Delt) (9.472) 


N 


Jednačine (9.471) i (9.472) čine sistem stanja. Ovaj se sistem naziva još i model stanja ili 


prostor stanja. Matrica A je matrica sistema dimenzija r x r, gdje je r 


r=br+bc—mo—>—mML 


gdje je: 6;— ukupan broj kalemova, bc — ukupan broj kondenzatora, mr — broj LJ presjeka 
i mc — broj EC kontura. 
Primjer: Za kolo prikazano na slici 9.286 formirati sistem jednačina stanja. Rešenje: 


Slika 9.286: Formiranje jednačina stanja 


KZS za čvor 1: 


d 
CG = —Giuuc—>-tr+J 
KZN za konturu /4, 
di 
pa ep le Boje 


dt 
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gdje je: 


= 
-5 


U kolu imamo dva dinamička elementa i nema LJ presjeka niti EC kontura te je r = 2 a 


Gi 


promjenljive stanja su 


Po jednačini (9.471) 


üc = Ga -4 UC he 0 Ž € 
iz TET iL z 0 d 


Ako za izlazne promjenljive odaberemo struju i; i napon uo, vidimo da je: 


Sa slike 9.286 vidimo da je i = Giuc i u; = if. pa je po relaciji (9.472) 


ME 


Matrica D je jednaka nuli jer smo struju i; i napon uo izrazili preko promjenljivih stanja z(t). 


Gi 0 
0 Ro 


L 


< lap 


9.1 Načini rešavanja jednačina stanja 


Polazeći od: 


analiziraćemo sledeće slučajeve: 
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1. Ako su svi izvori u kolu isključeni (naponske kratko spojimo, a strujne ostavimo u 


praznom hodu ) tada je: 


e=0 


U ovom slučaju dinamika u kolu se vrši na način akumulisane energije, pa je 


i(t) = Az(t) (9.473) 


~N 


Rješenje tražimo u obliku: 


z(t) = e™z(0) (9.474) 


res) 


Vektor (matrica kolona) 2(0) predstavlja vrijednosti početnog stanja, odnosno početne en- 
ergije. Ako je ekscitacija različita od nule e £ 0, rešenje jednačine(9.473) se traži u obliku: 
At 
z(t) = es F(t) (9.475) 


N N 


gdje je F(t) neka matrična vremenska funkcija. Diferenciranje jednačine (9.475) po vre- 
menudobija se: 


ž(t) = Ae” F(t) + e” F0 = Ar(t) +e” FE) (9.476) 


(av) 


Poređenjem jednačina (9.471) i (9.476) dobija se: 


e E(t) = Be(t) (9.477) 


N 


Množenjem jednačine (9.477) slijeva sa Bo pa njenom integracijom, dobija se 


t 0 t 
P= | Ef Bine(nar= f EX B(ne(nar+ f e Boelan 
—oo =00 0 
Kombinacijom ovog izraza sa jednačinom (9.475) dobija se 
0 t 
z(t) = e“ / e“ B(rje(r)dr +e“ / e £" B(r)e(r)dr (9.478) 
—oo 0 


Jednačina (9.478) za t = 0 dobija oblik 


Konačno dobijamo: 
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r(t) = e*'z(0) +e“ | e“ B(r)e(r)dr (9.479) 


gdje je: 


odziv usled početnih uslova a 


t 
y(t) = Ce" z(0) me" / e *"B(r)e(r)dr (9.480) 
0 


gdje je: 


odziv usled početnih uslova, a 


(av) av) 


Ce / e“ B(r)e(r)dr 
0 


odziv usled uključenja. Napomena: Uvijek je lakše riješiti r diferencijalnih jednačina prvog 
reda nego jednu diferencijalnu jednačinu r - tog reda. Metod jednačina stanja je sistematski 
metod i za razliku od Laplasove transformacije daje rešenja direktno u vremenskom domenu. 
Matematički gledano, prelaz sa jednačina stanja do diferencijalne jednačine r - tog reda je jed- 
noznačan (uzastopnim diferenciranjem po nekoj izlaznoj promjenljivoj [r — 1] puta). Među- 
tim, i sa diferencijalne jednačine r - tog reda moguće preći na sistem od r diferencijalnih 
jednačina prvog reda, ali taj prelaz nije jednoznačan. Postavlja se pitanje kako dobiti karak- 
terističnu jednačinu i njena rešenja preko složenosti matrice A i same matrice A. Uvedimo 


sopstvene vrijednosti matrice A;, t=1,2,...,r, koje se dobijaju iz: 


A (2) = det {A-A} — 0, 


gdje je: 1 jedinična matrica. Sopstvene vrijednosti matrice A se poklapaju sa korijenima 


karakteristične jednačine. Primjenom Laplasove transformacije, dobija se: 


r(t) —, sz 


(ov) av) 


Pa je karakteristična jednačina po s data kao: 
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A (s) = det fs 1-4} —_0 


Rešavanjem ove jednačine po s dobija se karakteristična jednačina: 


(sr-42) = (s1—4)2=0 


Sada se postavlja pitanje kako naći Grinovu i indicionu funkciju? Ove dvije funkcije se traže 
za kolo bez početne energije pa je r(0) = 0 iako je e(t) = h(t) (Hevisajdova funkcija) dobija 


Se: 


B = (e* = 1) A-1B (9.481) 


y=0(e*-1)A"B (9.482) 


Relacije (9.481) i (9.482) predstavljaju indicione funkcije za promjenljive stanja x i ulazne 


promjenljive y. Ako je e(t) = 8(t) (impulsna funkcija), dobija se: 
B (9.483) 


y = Ce“ B + Do(t) (9.484) 


Zadne dvije relacije predstavljaju Grinove funkcije za promjenljive stanja x i ulazne prom- 


jenljive y. 


FURIJEOVA TRANSFORMACIJA 


Furijeovi redovi su nam omogućili da analizu složenoperiodičnih stanja svedemo na analizu 


prostoperiodičnih stanja. 


10.1 Direktna Furijeova transformacija 


Ako imamo vremensku funkciju f(t) tada njenu Furijevu transformaciju označavamo i definišemo: 


F{f(t)} = F (jw) = I f(t) e?" dt (10.485) 


Dakle, vremenskoj funkciji f(t) dodjeljujemo kompleksnu funkciju F (jw). To je DIREKTNA 
FURIJEOVA TRANSFORMACIJA (DFT) ili kratko Furijeva transformacija. Integral u relaciji 


(10.485) se može dobiti transformacijom nad kompleksnim Furijeovim redom. 


10.1.1 Osnovni uslovi za egzistenciju direktne Furijeve transforma- 
cije 
Da bi postojala Furijeova trenasformacija neke funkcije f(t) moraju biti zadovoljeni sledeći 


uslovi: 


1. Vremenska funkcija f(t) ne smije da ima drugih prekida sem prekida prve vrste (konačni 
prekidi). 


2. Broj ovakvih prekida mora biti konačan. 


3. Uslov apsolutne integrabilnosti odnosno 


mora da ima konačnu vrijednost što znači da je f (+00) = 0. 
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Uslovi (1,2,3) smatraju se strogim uslovima pa veliki broj funkcija u klasičnom smislu nema 


DFT. Npr. prostoperiodične veličine (sint i cost) pa i Hevisajdova funkcija nemaju DFT. 


10.2 Inverzna Furijeova transformacija 


Za funkciju f(t), INVERZNA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA (IFT) se definiše kao 


+00 


f(t) = 7 f F (jw) e“ dw (10.486) 


TOD 


Relacija (10.486) se naziva i Furijeov integral. Inverza Furijeova transformacija predstavlja 
uopštenje Furijeovog reda u kompleksnom obliku za bilo koju vremensku funkciju f(t) koja 
zadovoljava svojstva 1,2,3. Ovo se kratko obelježava: 


F` {F (jw)} = f(t) 


Primjer: Odrediti Furijeovu transformaciju funkcije f(t) =e %h(t) (h(t) - Hevisajdova 
funkcija) 


Da bi ova funkcija f(t) imala Furijevu transformaciju treba da je a > 0 i tada imamo: 


+00 +00 oo oo 
F(jw) = F{f(t)} = fi (t) e It dt = feneta = Petea = Jera 
— e~ (la+rjv)t 1 i i ( ) u l 
— (a + jw) [o — (a + jw) a+ jw 
Dakle, DFT od f(t) je: 
1 
Ffe %h(t)\ = 
te (7) a + jw 


uz uslov da je a > 0. Relacije (10.485) i (10.486) kojima se izražavaju DFT i IFT nazivaju 


se prvim oblicima Furijeve transformacije. 
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10.3 Drugi oblik za DFT i IFT 


Polazeći od prvog oblika za DFT oblika (10.485) i Ojlerovog obrasca ef% = cosa + jsina 


možemo pisati 
+00 +00 +00 +00 
F (jw) = fi (t) edt = Ji (t) (coswt — j sinwt) dt = Ji (t) cos wtdt — E (t) sinwtdt 
Kosinusna transformacija je data izrazom 
+00 
Fı (w) = fi (t) coswtdt 
dok je sinusna transformacija. 
+00 
Fo (w) = fi (t) sin wtdt 


pa na kraju dobijamo da je Furijeova transformacije funkcije f(t) jednaka 
F (jw) = F (w) — j Fo (w) (10.487) 


Relacija (10.487) predstavlja drugi oblik DFT. Polazeći od osnovnog oblika za inverzni Furi- 


jeovu transformaciju 


+00 +00 
f(t) = z | F0 eit dw = F |F; (w) — j F> (w)] [cos wt — j sin wt] dw 
i U 
f(t) = =f [Fi (w) coswt + F; (w) sin wt] dw + iz | [Fi (w) sin ot — F (w) cos wt] dw 


(10.488) 
Gledajući fizički, funkcija f(t) je realna i bilo kakva njena transformacija mora biti realna. 
Zato je dio uz "j" u relaciji (10.488) jednak nuli pa je: 
mo 
f(t) = =j [Fi (w) coswt + F; (w) sin wt] dw (10.489) 
T 
Relacija (10.489) predstavlja drugi oblik inverzne Furijeove transformacije. Napomena: 


Funkcija F3 (w) je parna funkcija zato što sadrži coswt. Funkcija F> (w) je neparna funkcija 
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zato što sadrži sint. Proizvod (neparna + parna) = neparna => Fi (w)sinwt = neparna. 


F2 (w) coswt = neparna, pa je integral 


+00 
/ [Fi (w) sinwt — F (w) cos wt] dw = 0 (10.490) 


—oo 


Činjenica da je integral u relaciji (10.490) jednak nuli izražava zavisnost F} (w) i Fo (w) 
tj. Fı(w)i F (w) se ne mogu nezavisno zadavati jer moraju zadovoljiti dati integral. To 
je posledica KOŠI-RIMANOVIH uslova diferencijabillnosti kompleksne funkcije koja zavisi i od 


realnog i imaginarnog dijela. 


10.4 Treći oblik za DFT i IFT 


Treći oblik za DFT dobijamo polazeći od relacije F (jw) = M (w) — jF (w) pa imamo 


F(w) = mod {F (jw)} = y/ Fẹ? (w) + Fẹ (w) (10.491) 


Fo (w) 
F (w) 


Funkcija izražena relacijom (10.491) je parna funkcija po w a funkcija izražena relacijom 


(w) = arg {F (jw)} = arctan (10.492) 


(10.492) je neparna funkcija po w. Na kraju imamo 
F (jw) = F (w) e% (10.493) 


što predstavlja treći oblik za DFT. Funkcije F(w) i 6(Ww) nazivaju se zajedničkim imenom 
spektar učestanosti vremenske funkcije f(t) i to: F(w) - amplitudski spektar i 6(w) - 
fazni spektar. Iz ovog se razloga i primjena Furijeovih transformacija u elektrotehnici naziva 
spektralna analiza. Treći oblik za IFT dobijamo polazeći od drugog oblika za IFT odnosno 
relacije (10.489) imamo 


Fı (w) = F(w)cosb(w) 
-F (w) = F(w)sin6(w) 


Sada je: 


F= F [F (w) cos 8 (w) cos wt — F (w) sin 8 (w) sin wt] dt 
0 
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+00 
FOS ifr (w) cos [0 (w) + wt] dw (10.494) 
0 
Relacija (10.494) predstavlja treći oblik IFT. 


10.5 Osobine Furijeove transformacije 


Ako imamo vremensku funkciju f(t) koja zadovoljava uslove egzistencije Furijeve transforma- 


cije, tada je njena Furijeva transformacija F (jw) (Furijeva transformacija = DFT u tekstu) 
F I 
f(t) — F (jw) 
1. Ako imamo zbir C1f1(t) + C2f2(t) tada je Furijeva transformacija jednaka 
Ci]M(jw) + C2F> (jw) 
Ova osobina naziva se osobina linearnosti. 
2. Ako imamo funkciju f(+) gdje je a =const tada je Furijeva transformacija 
|a| F(jwa) 


Ova osobina se naziva teorema skaliranja (ili promjena mjerila). Ova teorema ukazuje 
na sledeće: što funkcija f(t) kraće traje u vremenu treba širi kompleksni spektar i 


obratno. 
3. Ako imamo pomjerenu vremensku funkciju f(t — T) tada je Furijeva transformacija 
zala 
Ovo je teorema kašnjenja. 
4. Ako imamo proizvod e/%7 f(t) tada je Furijeova transformacija 
eee" f(t) = Flju — je) 


Ova teorema se naziova teorema pomjeraja u vremensakom domenu. Pomjeranje 
u vremenu za T znači množenje sa e “7 u kompleksnom domenu dok pomjeranje u 


kompleksnom domenu za jwg znači množenje sa e/“%7 u vremenskom domenu. 
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5. Teorema simetričnosti (važna osobina): Ako imamo F (jt) tada je Furijeva trans- 
formacija 2mf(—w). Ako zamijenimo mjesta promjenjivim (w i t) dobijamo teoremu 


simetričnosti. 
6. Ako imaamo funkciju f(—t) tada je 
F i 
fit) —> F (~jw) 


7. Teorema o diferenciranju u vremenskom domenu 


L rO) — (jw) F (jw) za n= 1,2,3... 


8. Teorema o diferenciranju u kompleksnom odmenu 


seri 


f(e) yE) 


9. Konvolucija dvije funkcije u vremenskom domenu: 
fi (©) * fo (© — Fi Gw) Fo (jw) 
10. Konvolucija u kompleksnom domenu 
F 1 . . 
fi (©) f (© 5 ZA (o) + Fa (jw) 
11. Osobina modulacije 


f(t) coswot "> 5 [F (ju + juwo) + F (ju — šo) 


f (t) sin wot £; 5 [F (jw — jwo) — F (jw + jwo)] 


12. Paservalova teorema u Furijevoj transformaciji 


+00 Koo 
fROS(Oa= 5 |A Go) F odo 


f(t) - konjugovano kompleksna funkcija iako mi radimo samosa realnim funkcijama radi 


opštosti koristimo mogućnost kompleksne funkcije. Specijalno, ako je_fi(t) = fa (t) = f(t) 
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dobijamo teoremu Releja ili teoremu energije: 
+00 1 +00 
2 zaga 
t)dt = — | |F d 
[f04-— | Fofa 


gdje je 

|F(jw)| = F (w) = mod {F (jw)} 
Ispostavlja se da neke važne funkcije u elektrotehnici nemaju Furijevu transformaciju u klasičnom 
smislu (npr. sin, cos, Hevisajdova funkcija itd.). Zato moramo napraviti neka uopštenja: Ako 


posmatramo vremenskom funkciju f(t) = f1(t) + jfe(t) i njoj pridružimo Furijevu trans- 
formaciju F (jw) = R(w) +jX (w) i polazeći od definicije DFT i IFT možemo napisati: 


+o 


OE 3 TA JORGE e (0) sint] dt 


—oo 


X (u) = I [fo (t) coswt — fı (t) sin wt] dt 


i obrnuto 


fa (t) = =f [R (w)sin wt + X (w) cos wt] dw 


—oo 


Za realni signal (nema imaginarnog dijela) f(t) =0 i f(t) = f, (t) pa dobijamo 


+00 
R(w) = fro cos wtdt 


koja je parna funkcija 
+00 
X (u) = -ff (t) sin wtdt 


koja je neparna funkcija. Dalje, R(—w) = R(w) i X(—w) = —X (w) pa kao posledicu imamo 
da je za realne signale 
F* (jw) = F(-jv) 
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Ako je f(t) - parna funkcija odnosno f(—t) = f(t) tada je X (w) = 0 (ako je f(t) parana 
funkcija tada je F(jw) realna funkcija) pa važi 


+00 +00 
F (jw) = R (w) = Ji (t) cos wtdt = JE (t) cos wtdt 
> 
—oo parna xparna 0 
Ako je f(t) - neparna funkcija odnosno f(—t) = — f(t) tada je R(w) = 0 (za neparnu funkciju 
f(t) funkcija F'(jw) je čisto imaginarna i eventualno kompleksna) i 


+00 


+00 
F (jw) = jX (w) = —j | f (t)sinwtdt = —2j | f (t)sinwtdt 
l l 


Primjer: Posmatrajmo funkciju f(t) = i, Ovo je neparna funkcija odakle slijedi da je 


R(w) = 0 pa je Furijeova transformacija 


+00 
1 
F (jw) = -j | psinotdt 


—oo 


Da bi riješili ovaj integral, prelazimo na kompleksnu funkciju i preko teoreme o rezidiumima 


imamo da je: 


TR ajta 
/ de=3tq > za t>0 
T 


—oo 


TE ajta 
f dr = —jrt za t<0 
£ 


—oo 


Preko funkcije znaka ovo možemo sažeti u: 


HC, 
osta 
/ dx = jr sgnt 
g 


Sada imamo 


OO +00 +00 +00 


+00 + 
gia costz + j sint t int int 
JE de = | Liu JE "de +j | Edu — j | ao 
T T T z T 


—oo —oo =00 —oo —oo 
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jer je costr parna funkcija, i neparna funkcija a njihov proizvod je neparna funkcija pa je 
+00 


integral JE =0. Sada je: 


OG 


Ako imamo funkciju f(—t) onda je po definiciji F{f(—t)} = F(—jw) i F(—jw) = R(w) — 
jX(w) jer smatramo da je f(—t) realan signal tj. F(—jw) = F*(jw). Tada funkciji f(t) 
odgovara R(w) +jX(w) tj. f(—t) a R(w)— jX(w). Pošto proizvoljna funkcija ima parni i 
neparni dio to možemo pisati da je parni dio funkcije (engleski: even) jednak fe(t) =Ev{f(t)} 
a neparni dio funkcije (engleski: odd) jednak f (t) =Od{f(t)}. Tada se parni i neparni dio 
mogu dobiti kao 


i) = LOI 
po = MA 


Odavde zaključujemo da parnom dijelu funkcije f(t) odgovara realni dio F(jw) odnosno 


neparnom dijelu funkcije f(t) odgovara imaginarni dio F (jw): 


Ako funkcija ispunjava uslov da je f(t)=0 za t<0 tada za nju kažemo da je kauzalna. 


Tada za kauzalne funkcije važi: 


f(t) =2f,(t) =2f,(t) za t>0 (10.495) 
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pa je: 
zT 2 7 
f(t) = Z fR) cos wtdw = -4 fx (w) cos wtdw 
T 
—oo 0 


Ova relacija je posledica diferencijabilnosti kompleksne funkcije kod koje se kao posledica 
Koši-Rimanovih uslova fR(w) i X(w) ne mogu posebno i nezavisno zadavati. 
Primjer: Nađimo Furijevu transformaciju funkcije: f(t) = el tj. File") =? 


Rješenje: Imali smo da je za a > 0 


1 a W 


File "h(t)} = = -j 
{e ©) a+jw | a? +w? ERE 


Kako je e" parni dio funkcije 2e7%h(t) tj. e" =Ev(2e-“h(t)) tada koristeći osobinu 


(10.495) imamo: 
2a 


F {e l} =2R(w) = 5173 


Koristeći teoremu simetrije imamo: 


pa iz 
e—altl 2a 
a? + w? 
dobijamo 
a 2me Ale 
— 
a? ++ 


10.6 Funkcija prozora (Window Function) 


Ako imamo funkciju w(t) sa osobinom da je w(t) = 0 za |t| >T onda se za funkciju w(t) 


definiše Furijeva transformacija funkcije f(t) 


Folja) = | FOWO dt 
gdje je fw (t) = f(t)w (t). Pravougaona prozorska funkcija ne vrši nikakvu modifikaciju 


ulaznog signala, osim odsijecanja u slučajevima kada je posmatrana funkcija (signal) beskon- 
ačnog trajanja ili kada je njegova dužina veća od dužine upotrijebljene prozorske funkcije. 


Furijeova transformacija funkcije w(t) je jednaka 
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Koristeći osobinu konvolucije funkcija u kompleksnom domenu imamo da je (proizvodu funkcija 


f(t)w(t) u vremenskom domenu odgovara konvolucija funkcija u kompleksnom domenu) 


+00 


Fo (jw) = = | PG — jy)W (jy)dy 


Definisali smo inverznu Furijevu transformaciju (IFT) kao: 


+00 


f(t) = F'{F(jw)} = > Í F(jw)je dw (10.496) 


—00 


Relacija (10.496) predstavlja funkciju f(t) u čitavom domenu (—oo, +00). Ako se ograničimo 


na interval (—o, +0) funkciju f(t) aproksimiramo sa funkcijom f(t) definisanom kao: 


+0 


Bije = / Fuddu 


Jasno je da f(t) — f(t). To znači da sve transformacije (i DFT i IFT) treba shvatiti kao 


glavne vrijednosti Furijevih integrala. 


+0 +0 +00 
1 ; 1 í 
= ZE + jwt me jwt —jwT je(t—rT) 

t) = | Poe dw zje [ste dr |d -Ejro /- dw | dr 

—o —o —oo 

F(jw) 
i (t-r) 

o= fro f(n de (10.497) 


Relacija (10.497) predstavlja Furijev integral sa jezgrom. 


sino (t — 7T) 


m(t—-r7T) 
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Da bi dokazali da je #7“ aproksimacija ô (t) funkcije (impulsne Dirakove funkcije), imamo: 


nt 


0 l>a 


n=} 1 |x a 


Furijeva transformacija funkcije pa (t) je: 


+00 a g 
i ! —jet -jwa jwa = 2 sin aw 
F{p,(t)} = fn. (t) e tdt = [rea mi - sh m... a = 
— jw — jw jw W 


Označavajući Si(t) kao: 
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Za realne signale IFT zapisujemo kao: 


+00 


f(t) = = | Floje“do 
tj. u 


TE Re / F(ju)etdu 
0 


Furijeova transformacija impulsne funkcije F(9 (t)} je jednaka po definiciji 


+00 
F {8 (t)} = / ô (t) e dt 


Koristeći osobinu filtracije impulsne funkcije 0 (t) 


a kako je f(t) = e 4=" odakle slijedi da je f(0) = 1 dobijamo 


F{ć(t)}=1 (10.498) 


Ovdje se vidi teorema skaliranja, što funkcija f(t) kraće traje u vremenskom domenu treba 
širi kompleksni spektar i obratno. Primjenjujući IFT možemo doći do jednog definicionog 


obrasca Dirakove (impulsne) funkcije 


+00 +00 


gaje = / F{6(t)} tdw = = I ddw 


—oo —oo 


Koristeći svojstvo simetrije imamo da iz F{o(t)} = 1 slijedi da je inverzna Furijeova trans- 
formacija izraza (10.498) jednaka 


F 11} = 216 (—w) = 278 (w) 
što znači da je 
a-a 


LEE 216 (w) 
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Ako postoji konstanta A tada bi njoj odgovarala IFT oblika 
F-! 
A — 27r Að (w) 


Ovdje možemo postaviti pitanje: Čemu je je jednaka Furijeova transformacija Hevisajdove 
funkcije (koja u klasičnom smislu nema Furijevu transformaciju ali je pokušajmo dobiti preko 


ô funkcije)? Hevisajdovu funkciju možemo zapisati u obliku 


1 1 


Furijeva transformacija od konstante je jednaka 2r Aô (w). Treba odrediti još Furijevu trans- 


formaciju F{sgnt}. Utvrdili smo da je 


1 
F {=} = —jsgnw 
mt 


pa koristeći svojstvo simetrije [zamijenimo w i t tj. f(t) — F(jw), F(jt) — 27f(—w)] imamo: 


Sada je 


ZELI Zli _2n8(w) 12 1 
Pin(o)=P4 7+ zeme) =r SI) + SP sent) = 5 "i VOR 


Eas. EC) = (10.499) 
> 
posotji realni i imaginarni dio 
Dakle, Furijeova transformacija Hevisajdove funkcije h(t) se ne može prikazati preko klasičnih 
već preko generalisanih funkcija (ô (t)). Ako postoji funkcija f(t) čija je Furijeova transfor- 


macija F(jw) treba odrediti Furijeovu transformaciju integrala 


t 


F [soja =? 


—oo 


Integral To f(r)dr možemo shvatiti kao konvoluciju funkcija f(t)» h(t), odnosno 


/ f (T) dr = f(t)xh(t) 
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Dokaz: Koristeći osobinu da je 


F{f(t)xh(t)} = F (jw) F {h (t)} 


imamo da je 


F T (T)dr ọ = F (jw) ra (w) + = = TF (jw) ô (w) + == = qF (0) ô (w) + —= 
F f Tesen (ot H (10.500) 


t 
Ovdje treba napomenuti da je ri / f(T) ar} = E0) akoje F(0)=0 gdje je 


+00 i 
F (0) = f(t)e "dt 


+00 
= f(t)dt. Kao posljedice ovih osobina imamo niz koris- 


w=0 OG. 


nih relacija: 


1. Koristeći teoremu pomaka imamo da je 
ô (t — a) = e 4? 

2. Koristeći teoremu o pomjeraju u kompleksnom domenu 
eft = 276 (w — a) 

Sada možemo naći Furijevu transformaciju funkcija sin i cos: 


cos wot = (ere + em) => F{coswot} = TO(W — wo) + TO(W + wo) 


NI = 


1 : X 
sin wot = S (eet — e) => F (sinwt) = ; |B(w — wo) — ô (w + w9)] 
J 


Koristeći ove osobine naći Furijeove transformacije: F{(coswot) h (t)} =? i F{(sinwot) h (t)} = 
? (coswot - je parna funkcija i ima samo realni dio spektra sin wot - neparna funkcija i ima 


samo imaginarni dio spektra). Iskoristimo teoremu modulacije: 


[F (jw — jwo) + F (jw + jwo)] 


F {f (t) cos wot} = I 
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F{f(t)sinwot} = — [F (ju — jeo) — F (jw + jwo)] 


gdje je F(jw) =FU (t)}. 


2j 


U ovom slučaju je f(t) = h(t). Furijeva transformacija 


Hevisajdove funkcije je F{A (t)} = nô (w) ++ pa imamo 


F {(coswot) h (t)} 


F {(cos wot) h (0) = 5 (u — wo) — 8w + wo)] + j 


JW 


1 1 1 

J OEE a GEO = 
T 1 WY + Wg HW — wo s 

7 DW — wo) — O(W + wo)] + A (mei) Ja) 

Za JE Jo one ren 


(w — a?) 
aal — —v 


realni dio imaginrni dio 


Ova dva dijela su zavisna tj. ne mogu se zadavati zbog Koši-Rimanovih uslova. Na isti način 


dobijamo za sledeću funkciju 


F {(sinwot) h (t)} = 5 TÒ(w — wo) — TO(W + wo) + Ta L w g mom z 
= ZB kuy) — Slovo) SEM PEN 
= iz = [B(t0 + wo) — (0 — wo)] — ET) z 
= je [8(w + wo) — d(w — wo)] + PETE) 
imaginrni dio realni dio 
F (sint) h ()) = ns +37 (eo + o) — (o — wo)] 


Dakle, uvođenjem impulsne ô - funkcije dobili smo Furijeve fransformacije i onih funkcija 


koje nemaju Furijevu fransformaciju u klasičnom obliku (npr. sin, cos) a izuzetno su važne u 


elektrotehnici. 


10.7 Primjena Furijeove transformacije u analizi elek- 


triočnih kola 


Sa primjenom Furijeove transformacije u analizi električnih kola ulazimo u analizu dinamike 


električnih kola, jer smo do sada analizirali samo stacionarno stanje i ustaljeni režim kola a 


nismo razmatrali dinamiku kola koja u sebi sadrži prelazne procese. 


Posmatrajmo prosto RL - kolo i naponski generator proizvoljne vremenske zavisnosti ug (t) 
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Slika 10.287: Prosto RL kolo 


kao na slici 10.287. i u trenutku tg "uključujemo" generator u kolo zatvaranjem prekidača 
II. Sve radnje gdje vršimo neke izmjene: uključivanje, isključivanje kola, promjena neke 
grane itd. nazivamo komutacijom (promjena strukture kola ili ON/OFF). Izvori (naponski 
ili strujni) nazivaju se eksitacijom. Pod uticajem eksitacije u kolu će nastupiti promjena 
struja i napona i ta posledica komutacije (uključivajnem eksitacije u kolo) naziva se odziv. 
U posmatranom kolu u, (t) je eksitacija a (1(t),up(t),ur(t)) su odzivi. Pretpostavimo 
da je kalem imao neku početnu energiju izraženu strujom o koja je posledica akumulacije u 
kalemu prije komutacije. Koristimo termin: Io - početni uslov. Promjene u kolu se vrše na 


račun promjene energije eksitacije i na račun promjene akumulisane energije u kolu. 


10.8 Vrste odziva 


10.8.1 Odziv usled akumulisane energije (početnih uslova) 


Akumulisana energija može postojati samo dinamičkim elementima (magnetna u kalemu i 
elektrostatička u kondezatoru). Početni uslovi su: iz (0_) - struja u kalemu i uc (0_) - napon 
na kondenzatoru, jer se magnetna energija može prikazati kao iLi? a energija kondezatora 
tOu. U ovom slučaju odziv neke grane se računa tako što eliminišemo sve eksitacije u kolu 
tj. naponske generatore zamijenimo kratkom vezom a strujne generatore zamijenimo prekidom 
kola tj. e(t) = 0. 


10.8.2 Odziv uključenja 


To je odziv usled djelovanja eksitacija u kolu uz nulte početne uslove tj. za kolo bez početne 


akumulisane energije gdje je uc(0_) =0 1 iz (0—) = 0. U okviru ovog odziva bitni su: 
(a) Odziv usled uključenja Hevisajdovog generatora (bilo naponskog ili strujnog) 


ug(t) = Uh(t) 
ig (t) = Ih(t) 
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(b) Odziv usled uključenja impulsnog generatora: 
ug(t) = Po(t) 


igs (t) = Q08() 


Pokazaćemo da ako znamo odziv na Hevisajdov generator ili odziv na impulsni generator 
možemo odrediti odziv za proizvoljnu vremensku eksitaciju (proizvoljna zavisnost naponskog 


ili strujnog generatora od vremena) 


10.8.3 Kompletan (potpun) odziv 


Ovaj odziv uključuje i početne uslove i komutaciju usled eksitacije u kolu. Vratimo se na RL 
- kolo prikazano na slici 10.287. Napon generatora je jednak 


ug (t) = ur (t) + uz (t) (10.501) 


dok su naponi na otporniku i kalemu jednaki 


pUe R0 (10.502) 
die Lea (10.503) 


Zamjenom (10.502) i (10.503) u (10.501) dobijamo 


di (t) 


) L 
Ri (t) + T: 


= ug (t) (10.504) 


Rlacija (10.504) je diferencijalna jednačina koja opisuje dinamiku prikazanog RL kola. Odziv 
usled početnih uslova (akumulisane energije) bi bio 


Pošto se komutacija vrši u trenutku t = tg obično se uzima ty = 0 pa razlikujemo 0, 0_, 01. 
Ovdje je u, (t) = 0 jer po definiciji odziva usled početnih uslova eliminišemo sve eksitacuje u 


kolu (naponski generator predstavlja kratak spoj a strujni prekid). Odziv usled uključenja 


nit LTA u ONO 
Jednačinu pr 
ST) Onr 
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dobro je napisati u operatorskom obliku uvodeći operator 


=D 
dt 


/ ()dt = DI 


Ri +LDi = u, (t) 


pa je data jednačina oblika 
ili 
LDi + Ri = ug (t) 


a uobičajeno je da se prvi stepen D ostavi sam 


(? + 5) = Lu t) (10.505) 


Ako relaciju (10.505) pomnožimo sa R imajuću i vidu da je ug = Ri imamo 


L L 
odnosno g = 
(? + z) UR = T% (t) (10.506) 


Ako relaciju (10.505) diferenciramo po t i imajući u vida da je odziv 


dobijamo 


(7 + z) ur = Dug (t) (10.507) 


Posmatrajući relacije (10.505), (10.506) i (10.507) vidimo da bez obzira koji odziv tražimo, 
lijeva strana (D + 2) ostaje ista i zaključujemo da je to posljedica topologije kola dok su desne 


strane su različite. Riješimo dato RL kolo preko Furijeove transformacije. 


(? + 7) TE Lu (t) (10.508) 
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Pošto za Furijeovu transformaciju posmatramo uključenje u trenutku t = 0 bilo koje vremenske 


promjene eksitacije e(t) (slika 27) to je 


e(t) 


Bijej= reis f e (rje tdt 
0 


Ako kolo raspolaže početnom energijom to znači da je u vremenu —oo < t < 0 kolo bilo 
priključeno na generator (ili generatore) koji su proizveli tu energiju. Funkcija kojom je 
određena vremenska zavisnost te eksitacije je nepoznata tj. poznati su samo početni uslovi 
(početna energija) kola. Pošto se u F.T. vrši integraljenje u cijelom vremenskom domenu 
—oo < t < +00 a poznata je eksitacija e(t) koja se uključuje u trenutku t = 0, slijedi 
zaključak: Furijeova transformacija se ne može primijeniti u analizi dinamike električnih 
kola sa početnom energijom. Drugim riječima, Furijeovu transformaciju u analizi dinamike 
električnih kola možemo primijeniti samo za određivanje odziva uključenja (jer su tada početni 
uslovi jednaki nuli) i može se primijeniti na one eksitacije koje ispunjavaju uslove egzistencije 


Furijeove transformacije i samo u slučaju odziva uključenja. Označimo: 
I (jw) =F {i (t)} 


U, (jw) = F {ug (t)} 


Primijenimo Furijeovu transformaciju na relaciju (10.508) 


TOOTE 


Na osnovu osobine linearnosti umjesto D = d/dt pišemo jw 


(jv + 2) 10o) = 20, (o) 


(ju) = Velo) _ U, Go) 
jw + 2 R+ jwL 


Ovaj izraz nas podsjeća na kompleksnu struju za prostoperiodičnu eksitaciju u ustaljenom 
režimu 
Z (jw) = R+ jwL 
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Dakle, impedansa Z (jw) = R+jwL je ista bilo za prostoperiodičnu eksitaciju ili za 
proizvoljnu vremensku eksitaciju. Ako posmatramo ustaljeni režim za prostoperiodičnu 
eksitaciju tada je U, (jw) - kompleksni predstavnik a ako posmatramo dinamiku kola tada 
je U, (jw) Furijeova transformacija napona u, (t) - proizvoljna zavisnost. Posmatrajmo kolo 


prikazano na slici 10.288. i napišimo jednačinu po II Kirhofovom zakonu 


DL RVET= 


u(t) 


Slika 10.288: Redno RLC kolo 


. TOO 
Ri (t) + Lea i = / Mr Sem) (10.509) 


—oo 


Ako relaciju (10.509) diferenciramo i zapišemo u operatorskom obliku iamćemo 


di? (t) di(t) i(t) dug(t) 
Sp lak o d 
R 1 1 
2 == E. : = = 
(? + PE re) i(t) FP (t) (10.510) 


Relacija (10.510) predstavlja operatorsku jednačina kada je odziv struja i(t). Za vježbu: 
Posmatrajući isto kolo naći odzive za upr (t), uz (t), i uc (t). Primjenjujući F.T. na (10.509) 


imamo 


(r apia 5) I (jw) = U, (ju) 


ER nm a 

juc 

Z (jw) = R+ jwL + sa 

JWC 
Umjesto kompleksnog predstavnika napona uzimamo njegovu F.T. Isto važi za struju. Za- 
ključak: Sve metode koje su razvijene za analizu ustaljenih režima u kolima sa prostope- 
riodičnom eksitacijom preko kompleksne metode možemo primjeniti za određivanje odziva 


uključenja preko F.T. samo što se umjesto kompleksnih predstavnika struja i napona po- 
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javljuju njihove F.T. Dakle, mogu se primijeniti sve metode i teoreme kao što smo uvođenjem 
Furijevog reda sveli analizu kola sa složenoperiodičnim strujama na kompleksnu analizu uz 
ogradu: F.T. možemo primijeniti na one eksitacije čije vremenske zavisnosti zadovoljavaju 


uslove za primjenu F.T. u prelaznom režimu. Kada odredimo 


zUa (jw) 
jw + R 


I (jw) = 


pomoću inverzne F.T. dobijamo vremensku promjenu odziva 


TES E 


jw+ ë 


Oblik struje (odziva) i(t) zavisiće od oblika eksitacije u, (t). Ako je u(t) = Uh (t) tj. u RL 
- kolu uključujemo Hevisajdov generator, tada je F.T. 


1 
F {u O} = P{Uh(8)} = UF {AH} =U (78(0) + 
Zamjenom u polaznu relaciju dobijamo 
U [m (o) + +| UTd(w) UL 
Se LE SE TJ Um (10.511) 
JUTT R+jwL R+jwL 


Pošto je ô (w) £ 0 samo zaw = 0 i ô(w)=0 zaw #0, tada zamjenom w = 0 u relaciju 


(10.511) (zamjena w = 0 se vrši u dijelu izraza u kome se nalaze i w i ô(w)) dobijamo 


= U Td(w) U 


e) R jw(R + JAL) 


Da bi našli IFT rastavimo sledeći izraz 


1 A B A (jw +2) + Bju 
= 4 R = . + S R = s $ R 
Jouta ju AEF jw (jw +) 


Prema tome, izraz za struju postaje 


l U { 1 1 umo(w) 
I = — 
o= a E =) FR 
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Odavde se na osnovu osobina F.T. lako dobija: 


i(t) = F{I(jw)}= F' E +F! [Z= =a E 


Na osnovu osobina koje smo naveli ranije slijedi da je 


6(t) > 1 i 
1 > 2rô(w) = ôw) = = 
sgnt > ju 


dobijamo 


1 1 R 
i(t) = d LE + sent — eE h(t) 


Pošto se radi o kauzalnoj funkciji, izraz za struju moramo množiti sa h(t). Proizvod (2sgnt) A(t) = 


t pa konačno dobijamo izraz za struju koji je jednak 


i(t) = £ |1— ei! h(t) (10.512) 


d 


Osobine Furijeove transformacije 


F fioa = F(jw) ovo važi samo ako je fra =0 
F {sinwot} = —jr|(w — wo) — lw + Mu 


= 

=> 
Q 
(e) 
Nn 
€ 

© 
~ 

— 
| 


T [8(w — wo) + lw + wo)] 


F {{coswot|h(t)} = 5 [o (w + wo) + d(w — wo)] + TF 
F {[sin wot] h(t)} = Z {d(w + wo) — d(w — wo)] — por 
det f(t) E Fiw — jwo) 
fd-T) = e F(jw) 
h(t) = a sent gdje je sgnt = | na 
ŽE 1 t>0 


F(jw) F {sgnt} = = 
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Primjer: U kolu prema slici 10.289 djeluje naponski generator napona ug(t) = Ue-“h(t), 


a > 0. Odrediti i(t) =? 


Slika 10.289: 


Koristeći Furijeovu transformaciju imamo slično kao za prostoperiodične struje 


Ilie) = Zi) 
a U 
Ulje) =F fual} = F(U) = 


Z(jw)= R+ JWL 
U U 1 


TOO) = OF JNR F Jel) = L (a+ jE + je) 
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Da bi sveli na tablične relacije Furijeove transformacije koristimo razdvajanje 


1 A B 


: == == E A 
(a +jw)(Ë+jw) a+jw Z+ju 


R 
1=A($ + jw) +B (a+ ju) 


Izjednačavuajući kompleksne brojeve imamo: 


A+B=0 1 1 
AŽ + Ba=1 


ON: T 1 ' 
=" ar Forno) 


Ovo važi kada je R/L fa. 


LAPLASOVA TRANSFORMACIJA 


Laplasova transformacija je integralna transformacija i definiše se kao 
+00 
L{f(t)} = F(s) = [rosa (11.513) 
0_ 


gdje je s = 0 + ju kompleksna učestanost. Laplasova transformacija je uopštenje Furijeove 


transformacije kao 
L{f(t)} =F {e ?"f(t)h(t)} 


Uslovi egzistencije Laplasove transformacije funkcije f(t) su znatno blaži nego za Furijeovu 
transformaciju. Uslovi egzistencije Laplasove transformacije su Dirihleovi uslovi integrabil- 


o 


nosti funkcije upravo zbog e 7". Iz tog razloga sve funkcije u elektrotehnici imaju Laplasove 
transformacije bez uvođenja generalisanih funkcija (Hevisajdove, impulsne itd.). Može se za- 
ključiti da svaka funkcija koja ima Furijeovu transformaciju ima i Laplasovu transformaciju. 
Obrnuto ne važi. Primjer: Posmatrajmo funkciju f(t) = e-“h(t), a > 0. Njena Laplasova 


transformacija je 


+00 (oo) 
=" = A Me 1 
L{f({)}=L{e j= fe e S 
9 0— 


Uslov za egzistenciju je Re{s} = a > —a. Koristimo sledeće oznake: 


L{f(1)}= F(s) = —— 
ili i 
f(t) = P(s) = —— 


Dalje imamo 


uz uslov 
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11.1 Osobine i svojstva Laplasove transformacije 


Koristeći ove osobine (koje su teoreme i treba ih dokazati) tada možemo naći Laplasovu 


transformaciju bilo koje funkcije. 


f(t) 

1" cf(t) 
2° fi(t) + flt) 
no o 
49 PO 
=" 
6° J[f(r)dr 
7° J f(r)dr 
s = f(t) 
9° f(t-7T) 

f(t) +g) = 
10% 

= Jf(r)g(t-7)dr 

11° f(ct) c> 0 
12° tf(t) 
13° t" f(t) 
= 10) 


F(s) 
cF (s) 
Fı(s) + F(s) 
sF(s)— f0) 
sF (8) — sf(0_) — FO) 
GT =a O E (00) 
F(s) 


(-1)"F09 (s) 
+00 
J F(s)ds 


Ako imamo periodičnu funkciju f(t + Tr) tada je njena Laplasova transformacija 


15° f(t+T) = 


T 
[f(be-"'dt 


= 
1—e-#T 


Teoreme o graničnim uslovima i početnim uslovima 


16° lim f(t) => lim sF(s) 


17° dim f(t) = lim sF(s) 
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11.2 Inverzna Laplasova transformacija 


Ako je Lplasova transformacija neke funkcije jednaka 
+00 
L{f(9}= FO) = | seat 
0- 
tada se inverzna Laplasova transformacija definiše 


f =L {F(s)} = Ij / F(s)e*ds 


KO F(s) 

I f(t) 1 

2e h(t) i 

JE et = 

4° sin wot Ra 

97 COS wot Pio? 

6° te Ga 

Te e~% sin wot Co 

8° e7” cos wot Greta 

go sin(tot + 6) ssin oi oh 
10% cos(wot +0) ssmi 0 cos Se 
11° e-“ sin(wot + 0) aram 
12° e “cos(wgt + 6) e av 
14° e Mchwgt EO E "i 


Cesto se javi u zadacima da se nađe 1 Laplasova transformacija od 


mine = e™* [cosat — 2 sin at] 
=a = mr (1 —ei (cos at + 2 sin at)| 
5[(8+b)*+a2] a?+b? a 


U mnogim udžbenicima se kaže da se od Laplasove transformacije može dobiti Furijeova trans- 
formacija, međutim, treba biti oprezan jer ako funkcija ima Laplasovu transformaciju, ne mora 


da ima i Furijeovu transformaciju. U svim slučajevima gdje egzistira Furijeova transformacija, 


377 
egzistiraće i Laplasova transformacija uz izraz 


F(jw) = F(8)l—jo 
Međutim, ovo ne važi ako funkcija nema Furijeovu transformaciju (a može da ima Laplasovu 
transformaciju). Na primjer za sin t 

wo wo 


F {(sin wot) h(t)} = L {(sin wot) h(t)}|,—;, = TETE E 


Ovo je samo realni dio spektra funkcije (sin wọt) h(t). Mnogi udžbenici zanemaruju imaginarni 
spektar. Dakle, ne može se uvijek od Laplasove transformacije dobiti Furijeova transformacija 
(osim u slučaju kada funkcija ima i Furijeovu transformaciju. Tada sigurno ima Laplasovu 


transformaciju). Isti je primjer sa cost 


s Jw 
F t)h(t)} = L t) h(t == = 
{(coswot) h(t) } {(cos wot) h( Pisa 42 + s? ed w? — w? 
Nedostaje realni dio spektra pa važi 
FÆL 
Primjer za h(t) 
1 1 
RUOTS E E 
S s=jw JU 


ali nedostaje dio zo0(w).Realni i imaginarni dio Furijeove transformacije se ne mogu nezav- 
isno zadavati jer su povezani Koši-Rimanovim uslovima. Zato, je relacija između Furijeove i 


Laplasove transformacije data izrazom 
. 1 
FU) = Fw) = LI) Hej + 72_Res{F(s)} 2T8(W — wr) 
k 


Da bi funkcija f(t) imala Laplasovu transformaciju treba da je zadovoljen uslov 


oO 


l |f({)|e "dt < oo 


0- 
gdje jea = Re {s}. 
1. Naći Laplasovu transformaciju od f(t) = h(t). 


Rješenje: 


0_ 
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2. Naći Laplasovu transformaciju f(t) = e“h(t) 


Rješenje: 


3. Naći Laplasovu transformaciju f(t) = e %h(t) 


Rješenje: 


11.4 Osobine Laplasove Transformacije 


Svaku osobinu ćemo dokazati kroz primjere: 


1. Osobina linearnosti 
L (5250) = >L {f;(t)} 


Dokaz: na osnovu definicije Laplasove transformacije 


L{af(r)+of(r)} = a Fi (8) + cF; (s) 


gdje je F(s) =L{fi(r)} a F(s) =L{fa(z)}. 
Primjer: Naći Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = sinwt 


Rješenje: 
1 | koi 1 w 
; A Jot} _ —jwt = = = 
vuje CEt zlog nm) ro 
2. 


G fi (t) + Co falt) = p {af} (s) + C2 F9 (s)} 
Primjer: Naći f(t) ako je F(s) = $ — -3 


Rješenje: 
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60 3H 


u(t) 


Slika 11.290: 


Primjer: Dato je kolo kao na slici 11.290. Naći i(t) zat > 0 ako je u(t) = 24h(t)V i 
i(0) = 1A 

Rješenje: U kalemu je postojala početna energija pa je 1(0) = 1A. Prvo napišemo diferen- 
cijalne jednačine 


di . 


Sada primjenimo Laplasovu transformaciju 


3L B + 6L {i} = 24L {h(t)} 


Iskoristimo osobinu diferenciranja 


3sI (s) — i(0_) + 6I (s) = 


(s +2)s dr 


i(t) = L7! (1(8)) = (4— 3e ?') h(t) = 4 — 3e” 


3. Realno diferenciranje (Laplasove transformacije vremenskog izvoda). Ako je L{f(t)} = 
F(s) tada je 
df(t 
L ES = sF(s)— f (0-) 
gdje je f (0_) vrijednost funkcije f(t) u t = 0. 
Dokaz: 


+00 


+00 FOS 
LOE [PO = fOe] +s | Hedi = Pl) -0 
0— 0— 


0— 
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L { zu } = S"P(s) — S f(0)— = — f"-(0.) 


Primjer: Naći Laplasovu transformaciju izvoda funkcije f(t) = sinwt 


Rješenje: za f(t) = coswt 


ld . s UW s 
L{coswt} -Lf isnt} eo SOJA 


sada je 


L E smut) = = sa 
dt Ts? +w? 
5. Realni integral (integracija u vremenskom domenu). Ako postoji L{f(t)} = F(s) tada 
je 
t 
L [star = F6) 
0- 


Dokaz: Po definiciji 


t t t 


L ka ) [rod di Pu + ferfi = 


0— 0— 


6. Teoreme početnih 1 krajnji vrijednosti 


Teorema početne vrijednosti povezuje početnu vrijednost funkcije f(t) za t = 0 sa 
graničnom vrijednošću izraza sF'(s) kada s — oo tj. 
f(0") = lim f(t) = lim sF(s) 
— 0+ s— CO 
Jedino ograničenje je da funkcija f(t) mora biti neprekidna ili može sadržati najvoše 
odskočni diskontinuitet za t = 0. To znači da transformacija F(s) =L{f(t)}) mora biti 


pogodna funkcija. (Pogodna funkcija - stepen polinoma imenioca mora biti veći od stepena 
brojioca, da bi se rastavio u razlomke) 


Teorema o krajnjim vrijednostima 


dim F= lim sF (s) 
Ova jednačina je zadovoljena pod uslovom da imenilac funkcije F(s) ima nule sa negativnim 
realnim dijelom ili realnim dijelom jednakim nuli, tj. da se polovi funkcije F(s) ne smiju 


nalaziti u desnoj poluravni kompleksne ravni. 


Dokaz teoreme početne vrijednosti: 


+00 
L(f(W)= f Foe t= sF(s) — f(0)) 
0_ 


(a) Kada je funkcija f(t) neprekidna ut =0 tj. f(0_) = f(0") Nađimo limes: 


+00 
lim | f(t)e "dt = lim [sF (s) — f(0_)| = 0 


5——>00 5——>00 


0_ 


Primjer: Da ta je funkcija oblika 


4(s+1) 


poce = 
(s) 82+2s+5 


Ispitati da li data funkcija zadovoljava teoremu o početnim uslovima 


i . 4s(s+1) 
u gb! T 


Nađimo I.L.T. funkcije F (s) 
f(t) = L'{F(s)} = 4e™ cos2t 


1 mora da bude 


f(04) =4 
Primjer: Da li funkcija 
ös +2 
F(s) = —— 
(s) s(s+1) 


zadovoljava uslove teoreme o krajnjim vrijednostima 


ös + 2 
lim sF (s) = ia +) 


ZN ira) 
s—)O0 = s——>0 S (s + 1) 


LL.T. funkcije F (s) je 


f(t) =L{' +} = 2h (t) + 3e™ 


tj. zadovoljeni uslovi teoreme o krajnjim vrijednostima jer je 


lim f(t) =2 


t— oo 


pa nema polova u desnoj poluravni 
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7. Diferenciranje u kompleksnom domenu: 


Laso- -FO 
Dokaz: 
dF(s) Tea p 
= Ji (t) zed = - fit (t)e-"dt = -L {tf (t)) 


0_ 0_ 


Primjer: Data je funkcija f(t) = e€ % čija je transformacija 


Odrediti L.T. L{te?"} 


dete Pe 


Primjer: Data je funkcija f(t) = e % čija je transformacija 


Odrediti L.T. L(t"e-"") 


pre! n! 1 2 
L ft e ) = Gra oj = (== -) 


LsO) = C EEA 


8. Translacija u kompleksnom domenu. Ako je F (s) =L{/f (t)} tada je 


F(s+a)=L(e-"f (0) 


gdje je a - kompleksan broj. 
Dokaz: 


+00 +00 


Lfe-“f(t) = i e% f (t) edt = / e~t) f (t) dt = F(s+a) 


L {e"f (t)} = E(s— a) 


Primjer: Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f (t) = e % sin wt 
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f(t) = sinwt 
u? 
F(s)=L4{f(t)} = EN 
t w? 
Lie " sinwt! = ——————— = F (s +a 
U j (s+ a)? +2 (sta) 
Na isti način: 2 
W s+a 


L{e % coswt} = > = > 
(s+a +w? (s+a +w? 


9. Translacija u vremenskom domenu. Ako je F (s) =L{f (t)} tada je 


L{f(t—T)h(t—T)}=e ""F(s) 
Dokaz: 


+00 


+00 
LIE- DAE-D}= fesre-nke-ne- fFe- rea 


0_ 


Uvodeći smjenu t = T + x imamo 


+00 +00 


L{f(t-r)h(t-r)}= fi (x)e "CFD dz = ee) (gle "dz =e F (s) 


0 0 
Primjer: Naći L.T. funkcije f (t) =eh(t—2) 


f(t) = eD- h (t — 2) = eih (t — 2) 


1 


L{e%h(Đ} =F (9 == 


—2s 


L {eh (t — 2)} = F(s) = S - 


10. Promjena skaliranja: 


S 


Liet=-r(*) 


za € > 0. 
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Primjer: Koristeći teoremu translacije i transformaciju od t"h (t)dokazati da je 


n! 


L le “th (t)} = (ska 


za n=0,1,2.....(za vježbu) 


11. Konvolucija: Ako je Y (s) - izlaz, G (s) - ulazi F (s) - prenosna funkcija mreže tada je: 


y (t) = L! {Y (s)} = L` {F (s) G (s)} 
i po definiciji 


+00 
F (s) = fi (rT)e ""dr (11.514) 
0 


Ako pomnožimo relaciju (11.514) sa G(s) dobijamo 


+oo +00 +00 
F(G()= |F()L{g(t—r)h(t=n)}dr= | FO Poe-ona=nesa dr 
0 


0 


Mijenjajući redosljed integracije i znajući da je h(t— 7) =0 za T > t imamo da je 


+00 $ 
Fijenje NG frosna dt 
0 0 


odnosno 


t 


LL {F(s)G(s)}= |f (r)g(t—T)dr (11.515) 
0 


Relacija (11.515) predstavlja teoreu konvolucije. Obično se konvolucija označava sa 


f(r)xg(t) = fi (r)g(t—T)dr (11.516) 
0 
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Relacija koja povezuje Laplasovu i Furijeovu transformaciju za neku funkciju f(t) je: 
F(je) = LU (Oleu + 32 Res2rð (0 — 4) 
gdje je sx = jwp a rezidium se računa za funkciju L{ f (t)} = F(s) u polovima sx. 
Primjer: Data je funkcija f(t) = h(t) čija je Laplasova transformacija 
L{h(t)}=— 


Odrediti Furijeovu transformaciju. Funkcija ima pol u s = 0 pa odavde slijedi da je wg = 0 


pa je 


F(ju) == 


1 
=. + UMU 270 (w — wk) 
Dakle 1 
F(jw) = — +270 
(ju) = + 216 (u) 


Primjer: Data je funkcija f(t) = (coswọt)h (t). Odrediti Furijeovu transformaciju ako 


znamo Laplasovu. 
S 


L{(coswot) h (t)} = PE 


Polovi F (s) =L{ (cos wọt)h (t)} su u tačkama sx = +jwoọ i oni su prosti.. Rezidium je 


1 
ResF (s) = Res F (s)= lim sF (s) = 3 


S=S1 s=jwo 8——>jwo 


1 
ResF (s) = Res F(s) = — 
s=s2 S JV) 2 
Vidimo da je sı = jwi, W1 = —js1, W1 = Wo 1 W1 = Wọ, W2 = -Wg. Dakle, sada je F.T. 


F(jw) = L{(cos wot) h (t) }Hs=jw + 59 Res2rd (w — wp) 


I S 1/1 1 
F(jw) = aal + 3 EZ (w — wo) + 7270 (w + wo) 
s=jw 
Jw 1 
= Dam ae een 
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Odnosno 
F(jwW) = F{coswot h (t)} = 


Pa 


[8 (w — wo) + 8 (w + wo)] - ~z 5 


11.5 Primjena Laplasove transformacije 


Uočimo prosto kolo prikazano na slici 11.291. 


Slika 11.291: Redno RLC kolo sa početnim uslovima 


Poznato ug (t) i treba naći 1 (t) =? Poznati su početni uslovi: íz (0—) =D i uc (0) = Uo. 


Relacija pisana po drugom Kirhofovom zakonu u diferencijalnom obliku je 


pore li Gesa (11.517) 


I(s)=L{i(¢)} 
Primjenjujući L.T. na (11.517) dobijamo 


L miai A fiar “paso 


Koristeći osobinu linearnosti L.T. imamo: 


LiL ŽO +1 o fiar sE 
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RI (s) + L{sI (s) — iz (0_)| + L = idr fi (r)dr + =L{u,(t)} 
po osobini dif. L.T. —oo 0_ 
i (0-) 
q (0— 
T HT) SG Me) 


Sa q(0_) smo označili proteklu količinu elektriciteta u vremenu od -oo do 0_ ito je uc (0_). 


RI (5) + L[sI (s) i (0-)]+ < = + 2 — U, (s) 


(2+s5+ 5) 1090+ — LiL(0-) =U, (5) 


Veličina Z(s) = (R +sL + +) po svojoj strukturi je impendansa jer umjesto jw imamo s. 
Zato se ovo naziva operatorska (simbolična) impedansa Z(s). Ona je ista kao impedansa 
kod prosoperiodičnih eksitacija ali koristimo umjesto jw kompleksnu učestanost s. Veličina 


s 


(e — Liz (0_)) je dio koji zavisi od početnih uslova i tu funkciju označimo kao F(s) pa 


imamo: 
Z(s)I (s) = Ug (8) + F(s) 
gdje je: 
Fos dirog = fi 
Sada je struja: 
_V,(s) F(5) 


I (s) = 
VS Zla). 526) 
Na ovom primjeru vidimo da L.T. uključuje početne uslove (za razliku od F.T.) pa je ona kao 
metodologija opštija od metodologije F.T. Vidimo da se struja u kompleksnom domenu /(s) 


sastoji od dvije komponente 
I (s) = Ip (s) + lo (s) 


gdje je 
I (s) = Zi) 


struja koja se pojavljuje samo pod uticajem generatora kada su svi početni uslovi jednaki nuli. 


To je odziv uključenja u kompleksnom domenu jer je 42 (0) =0 i uc (0_) = 0. Komponenta 


predstavlja odziv koji se pojavljuje samo usled početnih uslova tj. kada su sve eksitacije 


naponskih ili strujnih izvora jednake nuli (u ovom primjeru ug (t) = 0). To je odziv usled 
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početnih uslova (akumulisane energije) u kompleksnom domenu. Tada je struja / (s) - potpuni 
(kompletni) odziv kola (jer je sastavljena i od odziva usled uključenja i odziva usled početnih 
uslova). Znači, L.T. omogućuje određivanje svih vrsta odziva. U tom smislu, L.T. je opšta, 
sistemska metoda za rješavanje odziva u kolu (za razliku od F.T. koja važi samo za odziv 
uključenja). 


Problemu određivanja L.T. možemo pristupiti na dva načina: 
1. Postavljanjem jednačina u diferencijalnom obliku 


2. Crtanjem operatorske šeme (što ćemo vidjeti u sledećem dijelu) 


Otpornik 


Ako pređemo na L.T. imamo 
r) = 
I(s) 
| 
U(s) R 


Dakle, operatorska šema, L.T. za otpornik je ista kako za vremenski tako i za kompleksni 
domen. 


Kalem 
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Primijenimo L.T. 
U (s) = Ls (s) — Lir(0_) 


Ovoj L.T. možemo da pridružimo sledeću operatorsku šemu 


a TO) 


Sada je l 
r) = LE EI 


Po K.Z.S. možemo ovome izrazu za 1(s) pridružiti čvor 


h (s) = 


sL 
Vidimo da kalemu možemo pridružiti dvije operatorske šeme: U pogledu napona na kalemu 


U (s) slika (a) a u pogledu struje slika b) 


Kondezator 
C 
+ 
i(t) uo(0_) 
<——u(t)——> 
du (t) 


Primijenimo L.T. i imamo 


I (s) = sCU (s) — Cu (0_) 


Ovoj jednačini možemo da pridružimo sledeću operatorsku šemu 


1,(s) sC 


I(s) Cuc (0_) 


= U(s) —— 


Ako izrazimo napon iz gornje relacije u kompleksnom domenu 


I(s) u(0_) 
U (s) = — 
(s) sC U S 
Ovoj jednačini odgovara operatorska šema 
1 uc(0_) 
40 Ej 


Spregnuto kolo 


U vremenskom domenu 


di, (t) dio (t) 

Li dt Lis dt = úi (t) 
di, (t) di (t) 

Li2 Ti + Lə y = (t) 


Ako primijenimo L.T. na ove jednačine imamo: 


Ul (s) = Lisli (s) — Liu (0—) + L1281 (s) — Lioto (0—) 
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(11.518) 
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U, (s) = L sh (s) = Lioti (0_) + Los (s) = Loto (0_) (11.519) 


Ovim jednačinama možemo da pridružimo sledeću operatorsku šemu 


gdje je A determinanta sistema oblika 
A = 8L;L2— 814 


Ovo možemo napisati u matričnom obliku 


s 


i1(0—) 
i2(0_) 


Ovim jednačinama za J (s) i Za (s) možemo pridružiti sledeću operativnu šemu 


I (s) 1(5) 
st 


Za kola prostije topologije ove operatorske šeme su dobre ali za složenija kola bolje je pisati 
jednačine u vremenskom domenu sa orginalne šeme. Operatorskim šemama početne uslove 
zamjenjujemo naponskim ili strujnim generatorima pa svodimo problem na traženje odziva 


uključenja. Uopštimo ovu metodologiju. Posmatrajmo kolo prikazano na slici 11.292. 
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Slika 11.292: 


gdje u, (t) - eksitacija a i(t) - odziv. 


Ri (t) + Lea + 5 / hd (11.520) 


Ako diferencirajmo (11.520) po vremenu dobijamo 


dilt) di? (t) ilr) — dug (t) 
L = 
SE BAE GUT NE 
dè (t) dilt) ilr) dus(t) 
L 2-8 | 
RU (11.521) 


Ovo je sada diferencijalna jednačina drugog reda. Ukoliko bi odziv bio up, uz ili ug lijeva 
strana bi bila jednaka (tj. isti izraz bi bio sa lijeve strane jednakosti) a razlikovao bi se izraz sa 
desne strane jednakosti. Pošto je stepen diferencijalne jednačine jednak dva, to se i kolo naziva 
kolo drugog reda jer se opisuje (to kolo) sa diferencijalnom jednačinom drugog reda. Dakle, 
red kola je jednak stepenu diferencijalne jednačine kojom se kolo opisuje. Sa druge strane, 
po pravilu, stepen diferencijalne jednačine a samim tim i red kola pokazuje broj dinamičkih 
elemenata (kalema i kondezatora u kolu). Iako ima izuzetaka od ovog pravila ipak većina kola 
zadovoljava ovo pravilo. Kolo se opisuje jednačinom bez integrala u njoj. Kada u kolu imamo 
samo jedan generator pa se u kolu izrazi bilo koja veličina kao odziv onda se takva relacija 
naziva relacija ulaz - izlaz ili kratko RUI. Radi opštosti označićemo sa x (t) vremensku 
funkciju jedne eksitacije (bilo naponski ili strujni generator) a sa y (t) odziv (bilo koji) u kolu. 
Ako posmatramo neko složeno kolo sa samo jednom eksitacijom z (t) i tražimo neki odziv y (t) 


tada možemo uopšteno napisati 


Soon ge (t) = $ amir) (t) 
i=0 i=0 


Ovo je opšta relacija ulaz - izlaz (RUI). Ako primjenjujemo L.T. kao Lfy(t)h = Y (s) i 
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L{x(t)} = X (s) tada imamo jednačinu RUI u kompleksnom domenu 


za |. n— DY ( (s) — Soari iy —j, (j— 1) ( = Yon IE m— 9X (s j- Sem Íy- 1) (0 o] 
j=1 j=1 


Iz ove relacije možemo odrediti odziv u kompleksnom domenu kao: 


= + i=0 
(mt) 
i=0 
(11.522) 


Prvi sabirak u izrazu (11.522) predstavlja odziv usled uključenja (i to bi bio jedini član da 


Y (s) = X (s) 


nema početnih uslova) a drugi sabirak predstavlja odziv usled početnih uslova (i to bi bio 


jedini član da nema eksitacija u kolu). 


11.6 Metod konturnih struja 


Ako je m broj nezavisnih kontura tada bi se jednačine konturnih struja u L.T. mogle napisati 


kao: 


m 


X Zy (8) I; (s) = U, (s) + F; (5) (11.523) 
j=1 
gdje izraz I; (s) =L{i; (t)} predstavlja L.T. struje j-te konture U, (s) =L{u, (t)} predstavlja 
algebarski zbir L.T. napona nezavisnih naponskih generatora za i-tu konturu. Zajednička 
operatorska impedansa između i-te i j-te konture označena je sa Z;j (s). F; (s) — je funkcija u 


kompleksnom domenu koja zavisi od početnih uslova 


UCk (0_) 


11.524 
: (11.524) 


R= X [thin (0) 

k 
po konturi 

Gornji znaci u izrazu (11.524) se uzimaju ako se smjerovi početne struje u kalemovima i 

smjerovi početne količine elektriciteta u kondezatorima poklapaju sa smjerom obilaska + - te 

konture. U suprotnom, uzimaju se donji znaci. Koristeći ove jednačine možemo direktno (bez 


crtanja operatorskih šema) primijeniti metod konturnih struja u L.T. 
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11.6.1 Laplasova transformacija - metod nezavisnih struja za elek- 


trična kola bez spregnutih elemenata 


Za kolo prema šemi formirati jednačine nezavisnih struja u Laplasovoj transformaciji. 
C; ez(t) 


o A o 
e(t) Ro L L; 
R, " 
LE j (0) mo) j NONE) 
O, uz(0) + 
t R, Ru Ja 
Ji © 


Izaberimo nezavisne konture 44, H i 43 i pridružimo njima nezavisne struje Jı (s), J2(s) i J3(s) 
pa imamo 


JH(s) E,(s) (s) 
JS) = | (s) |; Els)= | (8) |; F(s) = | F(s) 
J3(5) E3(s) F3(s) 
Rı + Ro + R; + s (Lı +12) + 2 - (R+) — (Rz + sL2) 
Z(s) = - (R+) R; + Ry + sL; + z + —s Ls 
= (Ro + sLo) —s L3 R2 + s (Lo + L3) + = 
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. uc, (0 
BG6)= E |+uin l0) F 0 
k 
po konturi + 
F(s) Lyi1(0) — Loio(0) + ZO 
Fley=| (8) | =) =6(0)= = _ mo 
F(s) Lsto(0) + L3i3(0) = 20 


Jednačine nezavisnih struja u vremenskom domenu su: 


kontura 44} : 


: dj dj 
(R+Rx2+N3)ji+H(Li + 12) Ziko. zlo) t)dt— Ri S dal) t)dt— Roja— La 2 = —e,(t)—e2(t) 


dt dt 
kontura uo : 
dja I 1 l djs 
— Rai > = t)dt + (R3 + R L t)dt — L; — = 0 
3J1 Z Sat +( gF 4) j2 + Zlata) ido 3h 
kontura {g : 
I dji dj2 đja 1 -. 
—R L L R La + L3) + — t)dt = eo(t t 
ML Tk 233 + (L2 + Jy Gi) 62(£) + ez(t) 
sa naznačenim početnim uslovima. 
11.7 Metod nezavisnih napona 
U L.T. metod nezavisnih napona može se iskazati relacijom 
>) = Igi (5) + Gi (5) (11.525) 


gdje je U; (s) =L{u; (t)}- L.T. nezavisnih napona a 14; (s) =L(1, (t)}- L.T. struja ekvivalentnih 
strujnih generatora koje se stiču u čvor i. Y;; (s) - je operatorska (simbolička) admitansa svih 


grana koje spajaju i-ti i j-ti čvor 


irk (0—) 


11.52 
: (11.526) 


G; (s) = ) Kom (0—) F 
k 
po čvoru 


Relacija (11.526) predstavlja funkciju koja zavisi od početnih uslova u granama k koje se 


stiču u čvor i. Gornji znaci se uzimaju ako su smjerovi početne struje u kalemovima i smjerovi 
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početne količine elektriciteta u kondezatorima orjentisani od čvora. Ako to nije slučaj uzimaju 


se donji znaci. 


11.7.1 Laplasova transformacija - metod nezavisnih napona za elek- 


trična kola bez spregnutih elemenata 


Za kolo prema šemi formirati jednačine nezavisnih napona u Laplasovoj transformaciji. 
G. e(t) 


Rješenje: Jednačine nezavisnih napona u Laplasovoj transformaciji u matričnom obliku 
je 
Y (s)V (s) = Ja(s) + G(s) 


m ~N 
~N 


Nezavisni čvorovi su: 1, 2 i 3 a njima pridruženi nezavisni naponi su: 


Yu(s) Yi2(s) Yis(s) 
Y (S) = | Ya(s) Y22(5) Yo3(5) 
Y31(S) Ys2(s)  Y33(5) 


Go + G; + s(C, + C2) —(G2 + sC2) —G; 
Y (s) = —(G2 + sC2) G2 + G3 + 8C2 + + zi; == 


-G; = Gi tOst T 
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Ja (5) Ja (s) + Gse1(5) 
Jg(s) = | Jg(s) | = 0 
Joz (s) — jg (5) — G56 (s) 
iz, (0 
Gi(s)= E [+C,uc,(0) F no) 
k 
Gi (s) Ciu (0) + C2u2(0) 
G(s) = | G2(s) | = | —Cou(0) + 22 — 20 
G3(5) 12(0) = i4 (0) 
Jednačine nezavisnih napona u vremenskom domenu su: 
čvor 1: 
dv (t dv l 
(Ga + Gs5)vi (t) + (Ci + C2) u ) = G a(t) C. 2l ) Gs5v3( ) = Ja (t) + Gseı( ) 
čvor 2: 
dvi(t dvo(t 
-Gv (t) — Cə n ) + (G2 + G3)va(t) + C2 = + Em +) J vo(t)dt — Los =0 
čvor 3: 
1 1 3 
—Gsvi(t rio t)dt + ( (Ga + Gs5)v3(t ) + (= + +) f vs(t)dt = — jo (t) — Gse1(t) 


sa naznačenim početnim uslovima. 


11.8 Operatorske šeme za spregnuto kolo 


u h 
+ Lis + 
< N 
x x 
U L L U 


Slika 11.293: 
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du dio 

u = Ll di NEKI 

uz = Lo + l 
Ui(s) = L{u(t)} 
U,(s) = L{u2(t)} 
h(s) = L{u(t)} 
h(s) = L{iz(t)} 


U: (s8) = sL lı (s) — Lii (0_) + sLi212(5) = L,212(0_) 


i (11.527) 
U»(s) = slash (s) = Lioti (0_) + sLol2(s) = L212(0_) 


Slika 11.294: 


sli SL12 
slas sLo 


U: (s) + Lim (0—) + L1212(0—) 
Us(s) + Listi (0_) + L2i2(0_) 


BE | (11.528) 


Iz (11.527) 
sL;h(s) + sLi212(5) = Ul (s) + Lit1(0_) + L4212(0_) 
sLi211(5) + sLo12(s) = U (s) + lizi (0—) + Lat (0—) 


= s? Lis Lo — s ins 


U, (s) + Lii (0_) + L4212(0_) SL12 


A; = . l 
Us(s) + Lisi (0_) + L2io(0_) 5Lo 


= Ul (s)sL12 + Sti (0_) (Lı Lo = Lis) — U, (s)sL12 


sLi U, (s) + Lili (0_) + L,212(0_) 
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Ao = = —-U;(s)sLy2 HUs(s)sL1 + sta(0—) (LiLo = Lig) 


5l12 Uo(s) + Listi (0_) + L2io(0_) 


= A1 = U1(s)sLi2 + Sti(0_) (LiLo — Li) = Us(s)sL12 


A s2 (Li2l2 = L2) 


h 


As o —Ui (s)sL12 + Us(s)sLi + sta(0—) (LiLo = ha) 


A s? (Li2l2 — L2) 


Li2 i1(0_) 


— Uo(s ik 
A o (Li2L2 == Li) S 


Tux = _ 
H S (Li2 Lo — L?) 
Li 
pop el u 
< s(Li2lL2 — Lio) 
Li2 
I =) N—— = 
de S (Li2L2 = 14) 
Hue E due 
2(5) |I Ta U2(s) +| 20) 


U,(s) 


Slika 11.295: 


Drugi način 


u = Li +l2—— 


u = Li +1l2— 


(11.529) 


(11.530) 


(11.531) 


u = Lı Di; + Lio Dia 
Li2Dti + Lo Dr 


= 
© 
U 


u = TuD'u+TpD/u 
TD lu +T2D7'u2 


12 


Ako na relacije (11.532) i (11.533) primijenimo Laplasovu transformaciju 


I 0_ I 0— 
h(s) = U()2+ pA +) + nee 
I 0_ I 0_ 
h(s) = U(s)=2 + paN iy (s)— + Ty 20 
S S S S 
y = Liu + Lizi 
Qo = Lotz + Liztı 
o (0-) = Li4i(0_) + Lizi2(0_) 


pa(0-) =  L2i2(0_) + Lizi (0-) 


Pu 12 Pu 
ls) Y = 
S 


Í (s) 
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(11.532) 
(11.533) 


[Lii (0_) + Liasis (0_)| + = [L2t2(0_) + Lita (0_)] 


ll 
S 
=> 

(VA 
2 
+ 
s 
> 
2 
+ 
Ri 
H 
a. 
H 
=> 
MN 
= 
+ 
ty 
H 
N 
>. 
N 
=> 
B 
a 
+ 
vo) (s 
N 
ty 
N 
>. 
N 
=> 
` 
a 
+ 
ty 
H 
N 
>. 
H 
=> 
= 
(az 
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T T tı (0— 
h) = uo + U,(s) 122 t 
I 12 Da  12(0_) 


ID(s) = Vile) + U(s) + = 


FUNKCIJA KOLA 


U mnogim problemima kako teorijske tako i praktične prirode veliki značaj imaju ne same 
eksitacije i odzivi, već njihovi odnosi. Funkcije kola definišu se u kompleksnom i vremenskom 


domenu za kola bez početne energije. 


12.1 Definicija i oblik funkcije kola u kompleksnom domenu 


Funkcija kola se u kompleksnom domenu definiše kao 


Laplasova transformacija odziva 


Funkcija kola = m EET 
) Laplasova transformacija eksitacije 


W(s) = (12.534) 


gdje je: W(s)— funkcija kola, R(s)— odziva, E(s)— eksitacija. Najprije ćemo posmatrati 


eksitaciju strujnim generatorom struje 1,(t) kao što je prikazano na slici 12.296.Ova eksitacija 


Slika 12.296: 


proizvodi na pristupu mreže odziv - napon u(t). Za ovakvu eksitaciju definisana je ulazna 


impedansa kao funkcija kola. Prema opštoj definiciji ove funkcije, ona je data količnikom 


W (s) = Z(s) = (12.535) 


gdje je U(s) =L{u(t)} a I,(s) =L{i,(t)}. Za eksitaciju naponskim generatorom ug(t) što 
pokazuje slika 12.297. kao funkciju kola definišemo ulaznu admitansu koja je data količnikom 
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W(s) = Y (s) = (12.536) 


Y (s) = (12.537) 


Ulazna impedansa i ulazna admitansa su funkcije istih osobina za pasivna, linearna i recipročna 
kola sa konstantnim parametrima te je za obje funkcije uvedeno zajedničko ime imitansa. 
Da bismo odredili analitički izraz za impedansu, moramo najprije izračunati odziv za datu 
eksitaciju. U slučaju kada se kolo eksituje naponskim generatorom odziv ćemo odrediti pomoću 
jednačina nezavisnih struja. Nezavisne konture ćemo birati tako da prva obuhvata pristupne 
krajeve kola, to jest da je prva nazavisna struja jednaka ulaznoj struji mreže. Jednačine 


nezavisnih struja u matričnoj formi su 


Zmd = V} (12.538) 
J 0 
J= E , g 
je 0 
AW (s) 
Jı(s) = OOA (12.539) 


U ovom izrazu je sa A% (s) označena determinanta sistema jednačina nezavisnih struja, a sa 
AW (8) njen kofaktor prve vrste i prve kolone. Kako je J} (s) = I(s) to je admitansa mreže 
data količnikom 


Y (3) = = (12.540) 
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Za eksitaciju strujnim generatorom odziv ćemo odrediti pomoću jednačina nezavisnih napona. 

Nezavisne presjeke ćemo birati tako da pridruženi napon prvom nezavisnom presjeku V, (s) 

bude jednak naponu na pristupu kola. Jednačine nezavisnih napona u matričnoj formi su 
Y,V(s) = J,(s) (12.541) 


ov) = 


Iz navedenih jednačina dobijamo za prvi nezavisni napon izraz 


Vi(s) = =I (s) (12.542) 


U relaciji (12.542) sa A(s) je označena determinanta sistema jednačina napona nezavisnih 
presjeka, a sa AP (s) njen kofaktor prve vrste i prve kolone. Kako je Vi(s) = U(s) to je 
ulazna impedansa jednaka 
U(s) _ AÑ (s) 
(s) = 1,(5) = A(s) 
Prema dosadašnjem razmatranju vidimo da se ulazna admitansa može predstaviti u jednom 
od oblika 


(12.543) 


Y (s) = == = (12.544) 


a impedansa 


()(g E 
METE "= 


S obzirom na pomenuti oblik koeficijenata jednačina, to jest elemenata uvedenih determi- 


nanti, ulazna impedansa i ulazna admitansa se mogu izraziti u obliku količnika dva polinoma 
po kompleksnoj učestanosti s. Do tih izraza dolazimo razvijanjem pomenutih determinanti. 
Prema tome, funkciju W(s) možemo pisati u obliku 

bms™ + b,, 15" 1 +--- + b;s + bo _ A(s) 


W(s) = deni. sam 12.546 
(s) ans” + a,—18" 1 +++: + as + ao B(s) ( ) 


Nakon faktorizacije brojioca i imenioca u izrazu za W (s), relaciju (12.546) možemo zapisati u 


sledećem obliku 


— s1)(s— sa): (S— S [I (s= se) 
W (s) KRDA =K 7 (12.547) 
5 i $ TLO) 


gdje je 
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Veličina K se naziva koeficijent skaliranja (normiranja) ili koeficijent kritične tačke funkcije 
kola. Kritične tačke imitanse nazivaju se nule i polovi. sx(1 < k < m) nazivaju se nu- 
lama funkcije kola a s,(1 < k < n) se nazivaju polovima funkcije kola. Definicija polova 
funkcije kola: Racionalno razlomljena funkcija W (s) kompleksne učestanosti s ima pol reda 
(višestrukosti) r pri s = sk, ako je lim W(s) > oo iako lim W (s)(s — sk)" teži konačnoj, 
nenultoj vrijednosti. Ako jer = 1 dole naziva prostim POLJE Definicija nula funkcije 
kola: Racionalno razlomljena funkcija W (s) ima nulu reda (višestrukosti) r pri s = s, ako 
funkcija 1/W (s) ima pol reda r pri s = są. Ako je r = 1 nula se naziva prostom nulom. Na 


osnovu izraza (12.547) za funkciju kola W(s) vidimo da funkcija kola ima polove pri s = s}, 


S = sh, +++} , S = S}. Svi oni su prosti pri uslovu da je s; £ s3 £ +- # sh. Ako je r polova jed- 
nako među sobom, na primjer s, = Sp}1 = ''' = Skyr—1;, tada je taj pol r-tog reda. Analogno 
predhodnom, funkcija W(s) ima nule pri S = s1, S = S2, +++ S = Sm. One su proste ako su 


sve različite među sobom tj. si Æ 8 Æ -+ Æ Sm. Ako je r iz njih identično onda je ta nula 


r-tog reda. Iz izraza (12.546) slijedi da ako je m >n tada lim W(s) > co tako da funkcija 


dt 
W (s) 


da funkcija W (s) ima nulu reda (n — m) pri s = œ. Pri određivanju punog broja polova i 


W(s) ima pol reda (m — n) pri s = co. Analogno, ako jem <n tada lim —> oo tako 


nula u funkciji kola W (s) pol (ili nula) r-tog reda uzima se r puta. Kao rezultat dobijamo: 


1. Ako jen > m, W(s) ima m nula [korijena polinoma B(s) = 0] i (n — m) nula u 
beskonačnosti. Dakle funkcija W (s) ukupno ima m + (n — m) = n nula. Funkcija W (s) 


ima takođe n polova [korijena polinoma A(s) = 0]. 


2. Ako je m = n, funkcija W (s) ima n nula i n(= m) polova [korijena jednačine A(s) = 0] 
u beskonačnosti W(s) = K. 


3. Akojen < m, funkcija ima n konačnih polova i (m —n) polova u beskonačnosti. Prema 


tome, ukupno ima n + (m — n) = m polova. 


Zaključak: Racionalno razlomljena funkcija kompleksne učestanosti ima jednak broj 
polova i nula uzimajući u obzir i one koje se nalaze u tački u beskonačnosti. Taj broj jednak 
je najvećem stepenu po s u izrazu za funkciju kola W (s). 


Primjer 1: Data je funkcija u obliku 


(s — 1)?(s +s +1) 


WE s(s +3)? 


Nule funkcije W (s): Funkcija W (s) ima dvostruku nulu pri s = 1 i proste nule pri s = —5+j:57 
is=—;— je. Polovi funkcije W(s): Funkcija W (s) ima prosti pol pri s = 0 i dvostruki 
pol pri s = —3. U zaključku podvucimo da je funkcija kola W(s) potpuno i jednoznačno 
određena rasporedom nula 1 polova 1 njihovim redom u kompleksnoj s - ravni kao i dopunskom 


informacijom za određivanje koeficijenta skaliranja K. 
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12.2 Osobine funkcije kola 


1. Pošto su koeficijenti polinoma u brojiocu i imeniocu imitanse realni, ona ima osobinu 
da je W(s*) = W*(s) gdje je sa zvjezdicom označena konjugovano kompleksna veličina. 
Posledica ove osobine je da se nule i polovi javljaju u konjugovano kompleksnim parovima 
kada nijesu realni. Koeficijenti imitansnih polinoma su realni jer se se dobijaju osnovnim 
računskim operacijama iz koeficijenata elemenata determinanti, koji su takođe realni. Na 
imaginarnoj osi gdje je s = jw, relacija koja izražava navedenu osobinu imitanse postaje 
W(—jw) = W*(jw). Ako je W(jw) = R(w) + 1X(w), imamo R(—w) + jX(-w) = 
R(W) — JX(w) i nju možemo predstaviti sa dvije realne jednačine 


R(—w) = R(w) (12.548) 
X(—w) = -X (w) (12.549) 


Relacije (12.548) i (12.549) nam kazuju da je na imaginarnoj osi realni dio imitanse 


parna a imaginarni dio neparna funkcija učesatanosti w 


2. U analizi električnih kola je pokazano, da su sa nulama impedanse date kompleksne 
učestanosti sopstvenog režima kada je mreža u kratkom spoju, a sa nulama admitanse 
kompleksne učestanosti sopstvenog režima kada je ona otvorena. Sopstvene kompleksne 
učestanosti ne mogu imati pozitivan realni dio, jer vremenske funkcije sopstvenog režima 
ne mogu rasti neograničeno. Drugim riječima, nule i polovi imitanse mogu biti samo u 
lijevoj poluravni ili na imaginarnoj osi kompleksne kompleksne s - ravni. Iz istog razloga 


kritične tačke imitanse, ako se nalaze na imaginarnoj osi moraju biti proste. 


3. Pri razvoju funkcije kola koja je data relacijom (12.547) na proste parcijalne (djelimične) 


razlomke dobijamo članove sledećih oblika: 


a) Ks, koji odgovara prvom koraku dijeljenja B(s) sa A(s) ako jem =n +1. 


( 
( 


) 
b) H, konstanta 
(c) 7 ga za prosti pol pri s = sl. 
(d) 7 za pol reda (višestrukosti) r pri s = s% 


(s— a 


Ke i Kar su rezidijumi u odgovarajućim polovima. U vremenskom domenu gornjim parci- 


jalnim razlomcima odgovarali bi: 
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U pasivnom kolu odziv na impulsnu eksitaciju ne može rasti neograničeno u vremenu. Ona 
treba da opada sa vremenom ili da bude konstanta kao i pseudoperiodična ili prostoperiodična. 
To znači , da realni dio pola s = ø + jw ne može biti pozitivan, tj. pri oe < 0 

lim k,e*“ = limete“ = 0 
t—>o0 t—>o0 
a pri oa < 0 
k ; 
lim — t e = 0 (12.550) 


Osim toga, ako pol leži na imaginarnoj osi jw (njegov realni dio jednak je nuli), on treba 
da bude prost (r = 1), u protivnom funkcija u relaciji (12.550) biće rastuća po vremenu. 
Zaključak: Polovi funkcija pasivnih kola ograničeni su u lijevoj poluravni kompleksne s 
ravni, kada oni mogu biti proizvoljnog reda r i na imaginarnoj osi jw gdje oni moraju biti 
prosti. 

Osim imitansnih funkcija definišu se još prenosne funkcije: prenosna admitansa i prenosna 
impedansa kao i transmitansa napona i transmitansa struja. Posmatrajmo mrežu prikazanu 


na slici 12.298. Ulazna admitansa je jednaka 


Slika 12.298: 


L (s) 
ME U, (s) 
Prenosna admitansa A 
Ya (s) = U, (s) 

Transmitansa napona 
Malo) = T 


Za kolo prikazano na slici 12.299. ulazna impedansa je jednaka 


Zuls) = 
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Slika 12.299: 


Prenosna impedansa 


U2(s) 
Zo(s) = 
21 ( ) Ti (s) 
Transmitansa struja 
12(5) 
Nə (s) = 
AJo 


Između ovih funkcija, direktna veza postoji samo između ulazne impedanse i ulazne admitanse 


koja je data relacijom 
1 
Z N 
RT 


Za eksitacije između krajeva 2 i 2 možemo definisati još šest funkcija mreže. Zaključak: Po 


svojoj fizičkoj prirodi funkcije kola W (s) mogu imati dimenzije: 


(a) Impedanse 
(b) Admitanse 


(c) Bez dimenzija (transmitanse napona i struje) 


12.3 Funkcije kola u vremenskom domenu 


Ove funkcije se takođe definišu za kola bez početne energije (svi početni uslovi su jednaki 


nuli). 


12.3.1 Indiciona funkcija kola 
Indiciona funkcija kola f(t) se definiše kao 


= .. Odziv na Hevisajdovu eksitaciju 
Ind funk = f(t) = 1 
u a nio Skok Hevisajdove eksitacije 


r(t) 0 t<0 
ME The 


odnosno 
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gdje je r,(t) - odziv na Hevisajdovu eksitaciju, e,(t) = Eh(t) - Hevisajdova eksitacija a 
f(t) = p(t)h(t) za vt. U gornjim izrazima funkcija y(t) je neprekidna kauzalna funkcija 
vremena koja odražava prirodu funkcije mreže. Priroda indicione funkcije zavisi od prirode 
odziva i eksitacije. Ako je eksitacija naponski generator e,(t) = ug(t) = Uh(t) odziv može 


biti ulazna struja, struja ili napon neke druge grane što je predstavljeno na slici 12.300(a). 


Slika 12.300: 


Odgovarajuće indicione funkcije mreže su: 


— INDICIONA ULAZNA ADMITANSA fy,,(t) = al) = alt) 


— INDICIONA PRENOSNA ADMITANSA fy, = 5 


— INDICIONA TRANSMITANSA NAPONA fu, = 


Ako je eksitacija strujni generator _e,,(t) = i(t) = Ih(t) odzivi mogu biti: ulazni napon 
u1(t), napon ili struja neke druge grane u;(t), i(t) prema šemi na slici 12.300(b). Odgovara- 


juće indicione funkcije su: 


u(t 
— INDICIONA ULAZNA IMPEDANSA fz,,(t) = Mo) =) 


— INDICIONA PRENOSNA IMPEDANSA fZ,, = — 


— INDICIONA TRANSMITANSA STRUJA fy, = $ 


12.3.2 Grinova funkcija (impulsna karakteristika) 
Grinova funkcija se defiše kao 


Odziv na impulsnu eksitaciju 


Grinova funkcija = g(t) = 
rinova funkcija = g(t) Jačina udara impulsne eksitacije 


odnosno 
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gdje je r(t) - odziv na impulsnu eksitaciju, es(t) = F0(t) - impulsna eksitacija a F - jačina 
udara impulsne eksitacije. Treba naglasiti da je priroda Grinove funkcije jednaka odgovara- 
jućoj prirodi indicione funkcije podijeljenoj sa vremenom (ili pomnoženoj sa učestanošću), tako 
da ono što se naziva na primjer, Grinovom ulaznom impedansom ima dimenziju otpornosti 
podijeljene sa vremenom . Veza između ovih dviju važnih vremenskih funkcija je 

df(t) _ d 


gl) = “Za = g PORO = PONG) + 208) = Ph) + 2(0)8(0) (12.551) 


12.4 Veza između funkcija kola u kompleksnom i vre- 


menskom domenu 


Iz definicije funkcije kola u kompleksnom domenu (s - domenu) koja je data relacijom (12.534) 


imamo 


odnosno 
Ako je eksitacija Hevisajdov generator _e,(t) = Eh(t) odziv je rn(t) 
E 
Ex(s) = L{en(t)} = E L{h(t)} = Ž 


W(s) 


Rn(s) = L{rn(t)} = En(s)W(s)= E — 


ra(t) =L—"{R,(s)} = EL" [ro 


Na osnovu definicije indicione funkcije imamo 


f(t) = de =." [ro (12.552) 


Dobili smo veoma važnu relaciju koja nam omogućava da odredimo indicionu funkciju ako je 
poznata funkcija kola W (s) i obratno. Ito tako ako je eksitacija impulsni generator es(t) = 
Fo(t), odziv je rs(t) 

Es(s) =L{es(t)} = F L{S(t)}= F1 
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Rs(s) = L{rs(t)} = Es(s)W(s) = F W(s) 


ra(t) = L {Rs(s)} = PLO {W(s)} 
Na osnovu definicije Grinove funkcije 


šije u. — 1 (W(s)) (12.553) 


Dobili smo važnu relaciju iz koje vidimo da je Grinova funkcija direktno povezana sa funkcijom 
kola. Relacije (12.552) i (12.553) su i najlakši put za određivanje indicione i Grinove funkcije 
iz funkcije kola. Značaj ovih funkcija je veoma veliki u teoriji električnih kola i sistema kao što 
ćemo vidjeti u narednim izlaganjima (superpozicioni i konvolucioni integrali). Ako se poznate 
funkcije f(t) i g(t) možemo odrediti odziv uključenja na proizvoljnu eksitaciju. Preko Grinove 


funkcije možemo definisati kriterijum apsolutne stabilnosti kola 


oO 


J'lg(r)ldr < œ 
0 


12.5 Primjena funkcije kola za određivanje ustaljenog 
odziva 


[Steday-State Response] 


Polovi odziva R(s) komponavani su od polova funkcije kola W (s) i od polova eksitacije E (s) 


B(s) B(s) B(s) 
R s) = E S W s) = Vi VL 
(9) = POMO) = AG) T TOAG = (S — Pu) (S — Pn}) "(s PG Pa) 
(12.554) 
gdje Pn,, Pr, -. predstavljaju prirodne polove (polovi funkcije kola) a px, Pf... pred- 


stavljaju prinudne polove (polovi eksitacije). Predpostavljajući da su svi polovi prosti i da 
je stepen polinoma B(s) manji od stepena polinoma A(s) odziv R(s) se može razložiti u 
parcijalne (djelimične) razlomke 


Kn Kn K Kn 
R(s) = ( 1 ++) a (+ Ee +) = Ral) + Ryl) (12.555) 
S — Pn S — Pno S — Pf S — Ph 


gd je R,(s) prirodni dio odziva R(s) a R;(s) predstavlja prinudni dio odziva R(s). U vre- 


menskom domenu imamo 


r(t) = (Kne + Kne +...) + (Kp Pht + Kpt +...) =r,(t) +ry(t) (12.556) 
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Primjer: U kolu prema slici 12.301. odrediti odziv v(t) =? 


i(t) = sint (i) 1 v(t) 


Slika 12.301: 


L(s) =L {ild} = L{sint} = == 
NKA NME! 
W (s) = 1,(5) s2 +1 


Odziv je jednak 


m9 -ve- (50) (55) 


Polovi su: Pha =—1, P=), Pe = —j pa imamo 


1 1 1s—1 
Ve MN S Ea 21 


U vremenskom domenu 
pri čemu je prirodni odziv jednak 
a prinudni 


Primjer: : U kolu prema slici 12.302. odrediti odziv v2(t) =? ako je vı (t) = h(t). 


Vi(s) =L{u(t)} == 


413 


+ 
C 
u(t) R WN) 
Slika 12.302: 
Polovi su: Pa, =0, pfi =- pa je napon Vz(s) jednak 
s 1 1 


U vremenskom domenu 
v(t) = vnlt) =e; v,(t)=0 
Primjer: U kolu prema slici 12.303. odrediti odziv va(t) =? ako je u(t) = e * cost. 


+ 


i(t) (1) 1 v(t) 


Slika 12.303: 


h(s) = L{i(t)}=L{e* cost} = | s+1 


s+1) +1 

Pri čemu je (s) =0 za s= —1. Prenosna funkcija je 

Va(s) __ 1 

W = = 
OSTO SR 
i imamo pol p,, = —1. Napon V2(s) je jednak 
1 s+1 1 
Va(s) = W(s)h(s) = TEE ES A 


© s+1(s+1) +1 (s+1)2+1 
Prinudni odziv je jednak 


dok je prirodni odziv jednak nuli 


Polovi funkcije kola se poklapaju sa nulama eksitacije. 


12.5.1 Prostoperiodični ustaljeni režim 


1. Posmatrajmo eksitaciju oblika 


e(t)= Ex sin(wt+0) r(t) =? 


ssin 0 + w cos 0 


E(s) = L{e(t)} = L{Em sin (wt + 0)} = Em PTEE 


ssin 0 + w cos 0 = W(s)£m (ssin6 +wcos6) 
s? + w? 


R(s) = W(s) | Em : 
E (s = Jw)(s + jo) 
Polovi pobude su py, = jw i pp = —jw paje 


K 


R;(s) = v konjugovani dio 


S — 


; ; Em (jw sin 0 + w cos 0 
K= (s— jo)R(o)j, = W(ju) [E 
jw 
R;(s) = a EIEE 0 + jsinð) — + konjugovani dio 
2) S — jw 


+ konjugovani dio 


R;(s) = (E, El peaa] = 


gdje je |IW(jw)| = mod {W(jw)}_a Ow(w) = arg{W(jw)}. 


W(J ; E ; 
ret) = L"{Ry(s)} = (E, I ospea el! + konjugovani dio 


r(t) = 2Re (E, UH ejne] = Em |W (jw)| cos [wt +0 +0w(w) — 5 


rs(t) = Em |W (jw)| sin [wt +0 + 09w(0)] 
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e(t)=E,, sin(wt+8) ry(t)= Em |W(jw)|sin{wt+80+6g (w)| 


2. Posmatrajmo eksitaciju oblika 


e(t)=Em cos(wt+69) r(t) =? 


s cos 0 — wsin6 


E(s) = L{e(t)} = L {Em cos (wt + 8) } = Em -a 


Em (s cos 0 — w sin 8) 


scos — wsin 0 B 
(s — jw) (s + jww) 


R(s) = W(s)E(s) = W (s) | Em AE = W (s) 


Polovi pobude su sı = jw i s2 =-—jw paje 


K 
Ry(s) = = = + konjugovani dio 


Em (jw cos — wsin6) 


S 
I 
= 
I 
A. 
E 
= 
= 


s=jw — W(jw) | 2ju 


W(Jw) 


2j 


1 
R;(s)= Em (j cos 0 — sin 0) + konjugovani dio 
S — 


Jw 


W( ; 1 
Ry(s) = (E, El esee) FET + konjugovani dio 
jw 


ret) =L {R;(s)}} = f B, s) elvt + konjugovani dio 


[W (jw)| 
2 


r(t) =2 Re (E, ii = Em |W(jw)l cos [wt + 0 + 0w (w)] 


e(t)=Em cos(wt+0) ry(t)=Em |W(jw)|cos[wt+80+6w (w)] 
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12.5.2 — Pseudoperiodični ustaljeni režim 


3. Posmatrajmo pseudoperiodičnu eksitaciju oblika 


e(t)=E,e"" sin(wt+0) rit) = ? 


(s — a) sin 0 + w cos 0 


E(s) =L{e(t)} =L { Eme” sin (wt + 0)) = PRE Vrane 


R(s) = W(s) == El) (s — a) sin 8 + w cos 0 } 


(S-au s — (a + jw)] [s + (a — jw)] 
Polovi pobude su sı =a + jw i s2 =a— jw paje 


K 
R;(s) = Seto u) + konjugovani dio 


(a + jw — a) sinf + w cos 0) 


K = [s — (a + jw)] R(8)| a + JU — a+ jw 


= W(a + jw) |En 


s=a+juw 


ass = na 


2jw 


Wla + ju) 


=E 
Ry(s) m 2j 


(cos0 + j sin 0) 
S 


—— + konjugovani dio 
T 


W(s)| = W(a + jw) = |W (a + jw)| ew (ee) 


s=a-bju 


gdje je IW(a + jw)| = mod {W (a + jw)} a Ow(a,w) = arg{W(a + jw)}. Odziv je sada 
jednak 


W ) 5 | TT Lg . . . 
Ry(s) = (a, rel [0-+0 (ay) 1) elatje)t | konjugovani dio 


W ) ; z 
R;(s) = (ze MATEN o [ut+0+0w(aw)-3] ) + konjugovani dio 


r;(t) =2Re [Bae = Plana) 
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r(t) = Ene“ |W (a + jw)| cos E +60+6w(a,w)— 5 


r(t) = Eme” |W (a + jw)| sin [wt + 8 + 0w (a, w)] 


e(t)=E,,e" sin(wt+0) Ty (t)=E,,€" |W(a+jw)|sin{wt+0+67(a,w)| 


Za različite vrijednosti a, w i 0 prinudni odziv se može izračunati za različite varijacije 
pobude. Na primjer, ako je w = 0, 0 = 1/2, eksitacijaje eksponencijalna e(t) = Eme% a 
prinudni odziv je ry(t) = Eme* |W(a)| e/%"( pri čemu je Oy(a) = 0. 

4. Posmatrajmo pseudoperiodičnu eksitaciju oblika 


e(t)=E,,€" cos(wt--0) rit) =? 


a) cos0 — w sing 
(s— a)? +w? 


E(s) = L {e(t)} = L { Eme” cos (wt + 0)} = Em (s — 


_Wis (s— a) cos — wsinb -Wis (s — a) cos6 — wsin 0 
Bem Wie E da) a | W(s) { Em a) 


Polovi pobude su sı = a + jw i sg =a— jw paje 


K 
R;(s) = EO + konjugovani dio 


. a + jw — a) cos6 — w sin 0) 
K = [s— (a + jw)] R(5)| a 


s=a-bju 


= W(a+jw) E, 


K =Wi(a+ ju) = u 


2JW 
i 
R;(s) = EEK; cos 6 — sin E ET + konjugovani dio 
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gdje je |W(a + jw)| = mod {W (a + jw)} a Ow(a,w) = arg{W (a + jw)}. Odziv je sada 
jednak 


R;(s) = (o, rila Paleo) elatje)t | konjugovani dio 


W j : 
R;(s) = { E, e Ko on) + konjugovani dio 
ry (t) —?2Re i a jw) | e 
r(t) = Eme” |W (a + jw)| cos jwt +0 + wla, 9) 


e(t)=E,,€e"" cos(wt+46) ry(t)=E,e"! |W(a+jw)|cos{wt+6+46 (o,w)| 


Prinudni odziv ry(t) je identičan odzivu koji koji nastupi kada se prirodni odziv (prelazni 
odziv) završi tj. ustaljenom odzivu r(t) = rss(t) (steady-state response). Do istih rezultata 
može se doći i na druge načine. Posmatrajmo na primjer, linearno, vremenski nepromjenljio 


električno kolo u kome djeluje pseudoperiodična eksitacija: 
e(t) = Eme” cos (wt + 6) 


Ako je za krajeve generatora vezana pasivna mreža bez akumulisane energije, odziv kola će, 
poslije “dovoljno dugo vremena" (ustaljeni odziv), biti jednak prinudnom odzivu a on je opisan 


funkcijom istog oblika kao eksitacija: 


u(t) = yn(t) + yp(t)l_ = Yplt) = Yme” cos (wt + 4) 


e(t) y(t) 


Slika 12.304: 
e(t) = Ene" je TPR] s Eme etio + S Epe iei 


y(t) = Vets [eitt as gatera = Ype elti + Yperit elea 
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gdje je s= o + jw i predstavlja kompleksnu učestanost. 


e(t) = e;(t) + e2(t) 


y (t) = zyl); y= 


y(t) = Ype e0 tio) =Y et; Y = Ype” 


ee o 
> m 
+ + 
u Ko 
| U 
J m 
(ep (o) 

= 
đe m 
RE œ 
w w 


Od diferencijalne jednačine: 
A(D)y,(t) = B(D)e(t) 


dobija se kompleksna algebarska jednačina oblika: 


iz koje slijedi: 


Veličina: 


yt) Ym _ B(s) 
W (5) a) E AG) 


se naziva kompleksna funkcija kola. Odziv y(t) je jednak: 


ul) = Re (WE) = Ref Eene 


420 


12.5.3 Rezonantni odziv 


e(t) y(t) 


Slika 12.305: 


e(t) = Eme” cos (wt + 6) 


y(t) = Yme” cos (wt + Y) 


Y= Ka Pasta" Sylke yne 


Šta se dešava ako je učestanost pobude jednaka nakoj od sopstvenih učestanosti kola. Sop- 


stvene učestanosti su, kao što je poznato, jednake korijenima karakteristične jednačine kola: 
A(s) = 0 S S1, 52, > Sp 


i mogu biti proste i/ili višestruke. Karakteristični polinom se može predstaviti u faktorizo- 


vanom obliku kao: 


A(s) = (s — sı) (8 — sg)... (S — s.) = TI (s — s;) 


i=1 


Neka je jedna od sopstvenih učestanosti, na primjer, s, reda p, a ostale su proste. Tada je: 


Pobuda je proizvoljna i nezavisna od električnog kola tako da njena učestanost može biti 


jednaka nekoj od sopstvenih učestanosti sistema: 


2 B(s;) == 
MS) = Aa) T 
jer je tada A(s;) = 0. 
Xin sE W (s) Els = OO 
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Kakav je tada prinudni odziv u vremenskom domenu, y(t) =? Ovakav odziv se naziva rezo- 
nantni odziv. Iz teorije diferencijalnih jednačina je poznato rješenje jednačine A(D)y(t) = 
B(D)e(t) ako je s = s; = 0; + jwi, 1=1,2,..,r iono je oblika: 


y(t) = Re e Ene) 


gdje je A® (s;) izvod p - og reda po s; karakterističnog polinoma A(s) u tački s = s,: 


a s; je sopstvena učestanost p - og reda. Iz predhodnih izraza možemo zaključiti kakav će biti 
rezonantni odziv poslije dovoljno dugo vremena (teorijski pri t > co) od momenta uključenja 


pobude. Od značaja je samo proizvod te?" s obzirom da y(t) možemo pisati u formi: 


gdje je: 
B(s. 
F(0;,w;,t) = Red DE E ge) 
S; 


ograničena funkcija vremena. Kako je: 


0 i; <0 
lim Pe” = | X 


too OO 0; > 0 


Primjer 1: Posmatrajmo prosto kolo prikazano na slici 12.306. Kolo je bez početne energije. 


Odrediti prinudni odziv kola, struju i(t), ako je napon generatora oblika: 
a) ug(t) = Uzme" cos (wt + 64) 


b) ug(t) = U, 


u(t) L 


Slika 12.306: 


Jednačina kola u vremenskom domenu je: 


LDi(t) = u(t) 
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odnosno u s - domenu je: 


1, = WU 
B(s) 1 
Nui a 
MITA Zs 
Um = jea s=0o+jw 


Sopstvena učestanost kola dobija se iz relacije A(s) = 0 i ona je jednaka: 


Ls=0>s;=0 oao=0^Aw=0 


a) 
i B(s) ; 1 a l 
HER U me” p = Red —— Ume’ e0 tot 
it) Re (Alan) = Reggine" 
U, 
ilt) = — e" cos (wt + 0, — 
(O = re" cos (wt +0, - y) 
gdje je: 


W 
Y = arctg (=) 
o 


b) Ako je eksitacija konstantna, odnosno u,(t) = U, tada je: 


Učestanost generatora je jednaka sopstvenoj frekvenciji kola s = s, te je ostvarena rezo- 
nancija: 


U 
i(t) =t > œ% ako t > co 


Primjer 2: Posmatrajmo prosto kolo prikazano na slici 12.307. Kolo je bez početne energije. 


Odrediti prinudni odziv kola, struju i(t), ako je napon generatora oblika u(t) = 


Jednačina kola u vremenskom domenu je: 


it) R L 


000 
wO) 


Slika 12.307: 
Ri + LDi = ug 
A(D)i(t) = B(D)ug(t) 


AD)=R+LD; B(D)=1 


A(s)= R+ Ls; B(s)=1 


l B(s,) 5 Uig Um _R 
i(t) = Re paR Une 1 = tr 1t = S z! 
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game". 
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12.5.4 Odziv u kolu kada su polovi eksitacije blizu polova funkcije 
kola 


Neka su polovi eksitacije i funkcije kola raspoređeni u s - ravni kao na slici 12.308. Pred- 


postavka je da su oba pola prosta. 


jIm 
Pol Funkcije 


Pol Kola 


Eksitacije 


D 


Re 


Slika 12.308: 


An(8) = (s — PD)Anr(s) 


Sa slike se vidi da je p pol funkcije kola 
A;(s) = (s = p — As)Ayy(s) 


s = p + As je pol eksitacije. Anr(s) i Afr(s) su ostaci odgovarajućih polinoma 


PRO BG) _ B(s) 
A) ROA) 6 Aee p 45347, (5) 


Predpostavlja se da polinom B(s) nema nula u s = p i s= p+ As. Odziv je tada 


K 
R(s) = H— + e + članovi od ostatka polova R(s) 
s—p s-p-As 


Ke PE) _ ——B(p)___K(p) 

= Awr(s) (s —p— As)Agy(s)||,=p = Anr(S)Agr(s)As As 
g. B(s) _ B(p + As) __K(p+As) 
+ Apr(5) [(5 — P)Anr(8)||s=pxas Anr(p + AS)Ayr(p + As)As As 


U vremenskom domenu odziv je 


K K(p+A 
r(t) = KO) y = Kp EAS) rosy + (ostali članovi) 
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Primjer: Oba pola leže u lijevoj poluravni s - ravni. 


—10 
prirodni odziv prinudni odziv odziv 
Za a £ 1 odziv je 

I t 
Vn(t) = e 

nlt) a—1l 

i 1 
v(t) = — = 
USS 


v(t) = vnlt) + vy(t) 


Primjer: Jedan pol u lijevoj poluravni a drugi na imaginarnoj osi s - ravni. 


Polovi funkcije kola su s = —0.01 + jv 1 — 1074 dok su polovi eksitacije +jw. Prirodni 
odziv je tada 


—50 À 
vnlt) = = e-100 sin fv 1— 10-%t — arctan (100v = 107) + 


V1 — 10-1,/2500(42 — 1)? + w? 
100/1 — 104 
5000(w2 — 1) +1 


+ arctan | 


v(t) = = sin {ot — arctan | za | + =} 
PI BOU — o?) F a? 50(1—w?)| 72 
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Ukupan odziv je jednak 


azaw=1 dobijamo 


12.5.5 Odziv kada se polovi funkcije kola i eksitacije poklapaju - 


rezonantni odziv 
Polazeći od relacije 


K K(p+A 
r(t) = u = Kp EAS) ooo + (ostali članovi) 


K A (p+As)t — K pt 
(p + As)e (p)e | + (ostali članovi) 
As—0 As 


> >= 
po definiciji 4 L{(K(s)est| F 


d 
r(t) = E [K( ) < =, +t (ostali članovi) = — Ki) — 
s=p 
st d . i 
— 4 e"—|(K(s)| + (ostali članovi) 
ds des 
K 
r(t) = —K(p)te" — Aa + (ostali članovi) 
ds |p 
Primjer: 


Funkcija kola je data izrazom 


Polovi Funkcie Kola Polovi Eksitacije 
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Polovi funkcije kola su pi = +41 i po = —j1. Eksitacija je 


W 


E(s) = L {e(t)} = L {sinwt} = SI 


Polovi eksitacije su pı = +jw i pə = —jw. Ako je w Æ 1 odziv je tada 


cos wt 


w w 
v(t) = vn (t) + v(t) = Eea cost + 7 


2 


Kada je w = 1 dobijamo 


SPECIJALNE METODE 
RJEŠAVANJA ELEKTRIČNIH 
KOLA 


13.1 Određivanje odziva uključenja pomoću konvolu- 


cionog integrala 


Polazeći od relacije R(s) = E(s)W(s), veze Grinove funkcije i funkcije kola i osobine kon- 
volucije Lplasove transformacije možemo napisati da je odziv uključenja R(s) =L{r(t)} na 


proizvoljnu eksitaciju F(s) =L(e(t)h je jednak 


R(s) = E(s)W(s) = L{e(t)}L{g(t)} 


r(t) = fe(r)g(t — T)dr (13.557) 


r(t) = Mu —7)g(T)dr (13.558) 


Dobili smo dva oblika konvolucionog integrala za izračunavanje odziva uključenja ako je poz- 
nata Grinova funkcija na pobudu proizvoljnog oblika. Do istog rezultata možemo doći i 
na druge načine. Jedan je koristeći svojstva Dirakove funkcije (t). Proizvoljnu vremensku 
funkciju možemo predstaviti kao konvoluciju nje same sa Dirakovom funkcijom 

t t 


elt) = e(t) x0(t) = JE —T)dr = Jet — T)o(T)dr (13.559) 
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Koristeći osobine linearnosti i stacionarnosti odziva uključenja možemo napisati da pobuda 
e(T)0(t — T)dr izaziva odziv uključenja e(Tr)g(t — T)dr ili e(t— T)0&(r)dr a ukupni odziv je 


t 


J —T)dr = fet — T)g(T)dT (13.560) 


+ 
=> 
> 
—_ 
U 


U teoriji sistema, matematici 1 fizici ovaj se integral naziva i FREDHOLM - ovim integralom. 


13.2 Određivanje odziva uključenja pomoću superpozi- 


cionog (DuHamel-ov) integrala 


Polazeći od relacije R(s) = E(s)W(s) i koristeći osobinu konvolucije u Laplasovoj transfor- 
maciji 
fht )fe (t— T)dr PEN F\(s )F2(s) 


EG )fe(t— r)dr <> sF (s) F(s) 


kao i relaciju (12.552) možemo pisati da je odziv 


W (s) 


R(s) = s E(s) : 


| —1-'[sL(e(t)) SNOG)) 


dt 
£fe) ft-r)d Bam di ocj 


Koristeći LEIBNITZ-ovu formulu o diferenciranju integrala po parametru (a - parametar) 


zo(a) 
Qla) = J Ma a)dx 
dQla) = alaf (x a) dzz dz, 
dr = lo na de + f(z, a) T FC) a 


iz oblika (VI - oblik) 
r(t) = a — T)dr (13.561) 


dobijamo dva oblika (III - oblik) 


i (IV - oblik) 


i (II - oblik) 
r(t) = e(0)f(t) + fe'(t_ T)f(r)dr 


0 
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(13.562) 


(13.563) 


(13.564) 


(13.565) 


(13.566) 


Dobili smo šesto oblika Dijamelovog integrala za izračunavanje odziva uključenja u nekoj grani 


kola na proizvoljnu pobudu. Prelaz sa oblika (I) na oblik (II) vrši se zamjenom promjenljivih 


kao i sa oblika (III) na oblik (IV). Do istog rezultata možemo doći i na druge načine koristeći 


svojstva i osobine Laplasove transformacije. 


II način 


LUJ) = 


W (s) 
R(s) = |L{e'(t)} + e(0)| L{f(t)} = e(0) L{f(t)} + L{e(t)} L{f(t)} 


r(t) = L {e(0) L{f(t)} + L{e'(t)} L{f(t)}| 
Odavde dobijamo I oblik 


TE) La LO) = LLE (0) 


S 


r(t) = L? [1(0)E(5) + L{e(t) + PON 
Iz zadnje relacije dobijamo III oblik 


r(t) = e(t)f(0) + fe(r)f'(t— T)dr 
i IV oblik Dijamelovog integrala 


r(t) = e(t)f(0) + fe(t— r)f'(r)dr 


ILI način 


L{e'(t)} = sE(s) — e(0) 


sE(s) =L{e(t)} + e(0) 


W (s) 


LUJ) = 


sE(s) = e(0) + L (e(t)) = L (e(0)8(1) + e'(t)! 


W(s) 


S 


= L{e(0)o(t) +e(t)}L{f(t)} 
R(s) = L{e(0)o(t)}L{f(t)} + L{e(t)} LO 


R(s) = L{e(0)ć(t) + f(t)} +L {e (t) + f(t)} 


t 


r(t) = fe(0)f(r)o(t— T)dr + [ete — T)dr 


0 


r(t) = OGI —T)dr + Tert — T)dT 
: KAC) i 


Iz zadnje relacije dobijamo I oblik 


mt) = sL{f(t)}=L{f(t) + f(0)} = LL) + FOY 


R(s) = E(s) L{ F (t) + f(0)d(t)} = E(s) L{f(0)ć(t)} + E(s) L{f'(t)} 
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R(s) = L{e(t) + f(0)o(t)} + L{e(t) + f'(t)} 
r(t) = fe(r)f(0)o(t— 7) dr + fe(r) f(t-r)dr 


r(t) - stoje (T)8(t — T) dr + fer) f(t-r)dr 


IV način 
Polazeći od tvrdnje da svaku vremensku funkciju možemo izraziti preko Dijamelovog integrala 


t 
e(t) = e(O)h(t) + fe(r)h(t— T)dr 
0 
i polazeći od osobine linearnosti i stacionarnosti odziva uključenja imamo: e(t) daje odziv 
r(t), član e(O)h(t) daje odziv e(0)f(t) tada 


e(r)h(t—T)dr => e(r)f(t—T)dr 


fec at- ndr = fel )f(t— T)dr 


Konačno dobijamo I oblik Dijamelovog integrala 


t 
r(t) = e(0)f(t) + fe(r)f(t— T)dr 
0 
a iz njega možemo dobiti sve ostale oblike zamjenom promjenljivih i parcijalnom integracijom. 
Teorijski Dijamelov superpozicioni integral 1 Fredholmov konvolucioni integral za izračuna- 
vanje odziva uključenja u nekoj grani kola pri proizvoljnoj eksitaciji su potpuno ravnopravni. 
Oba pripadaju specijalnim metodama analize električnih kola. Oni nemaju opštost sistem- 


atskih metoda za analizu odziva kakve su klasična metoda, metoda Laplasove transformacije 
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i metoda promjenljivih struja. Sa praktične strane prednost treba dati metodi Dijamelovog 
superpozicionog integrala jer se indiciona funkcija f(t) kako kažu matematičari, ljepše ponaša 
od Grinove funkcije. Kako superpozicioni integral ima šest oblika, pogodno je birati onaj gdje 
se izbjegava izvod eksitacije pod integralom u slučajevima kada je eksitacija prekidna funkcija. 
U tom slučaju najpogodniji je III - oblik Dijamelovog integrala. 

Primjer 1: Data je eksitacija u,(t) = u(t) koja se mijenja prema priloženom dijagramu 
na slici 13.309. Poznato je Zu(s) [Yu(s)]. Odrediti odziv uključenja i(t) =? 


Slika 13.309: 


Rješenje: Indiciona funkcija kola u ovom slučaju je indiciona admitansa f(t) = a(t). 


I oblik Dijamelovog integrala 


0O<t<t , 
i(t) = u(0)a(t) + PAG — T)dT 
ti<t<t 
i(t) = u(0)a(t) + Fu (rat — T)dT + (uy — Ua)a(t — ti) + fura — T)dr 
t>t 


i(t) = u(0)a(t) + Fu (rat — T)dT + (uy — Ua)a(t — ti) + ad (nja — T)dT + 


ti 


+ fo a(t— T)dr + (0 — u)a(t — t2) 


_— 
=0 


HI oblik Dijamelovog integrala 


439 


0O<t<t 
t 
i(t) = u (t)a(0) + Ju(r)a(t — T)dT 
0 
ti<t<t 
i(t) = ue(t)a 0) + ful) (t—r7) Set eto a'(t — T)dr 
ti 
t>t 


t 
i(t) = 0 a( N+ fal) alt — rdr + fur) a'(t— T)dr + fO a'(t— T)dr 
to 
— 
=0 
Ovaj primjer potvrđuje pogodnost primjene III oblika Dijamelovog integrala. 
Primjer: Data je eksitacija u,(t) = u(t) koja se mijenja prema priloženom dijagramu na 
slici 13.310. Poznato je Zwu(s) (Yu(s)|. Odrediti odziv uključenja i(t) =? 


Slika 13.310: 


Indiciona admitansa je jednaka 


0<t< Tı - Funkcija neprekidna 


I oblik J 

i(t) = um (O)a(t) = Jat )a(t— T)dr 
II oblik A 

i(t) = u(0)a(t) = iu (t — r)a(r)dr 
ILI oblik 
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IV oblik 


t 


i(t) = u (t)a(0) = Jat — Tr)a(Tr)dr 


Tı <t< 1" - Funkcija neprekidna (ima singularnu tačku) 


I oblik 

i(t) = u = flo) E a(t — T)dr 
II oblik P : 

i(t) = uwu(0)a(t) = Jut — 7)a(T)dr + Jol — 7)a(T)dr 
ILI oblik 

ilt) = U = fulo) (t—7) jdr + fulo a'(t — T)dr 
IV oblik 

i(t) = uz(t)a( = lu (t—r)a(T jdr + fu t—T)a'(T)dr 
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Tə <t < 13 - Funkcija prekidna t = Tə 


I oblik 
ilt) = = juc) alt— T) jar + f(a a(t — T)dr + [u3 (T2) — u2(To)|a(t — T2) + 
Sit a(t— T)dT 
T2 
III oblik 
i(t) = = [u(r) '(t—T)dr + ao )a'(t— T)dr + E — T)dr 


Ti To 
T < t < T, - Funkcija neprekidna (ima singularnu tačku) 


I oblik 


it) = E i(T)a(t—7T) dr+ fura a(t — T)dr + [u3(T2) — u2(To)|a(t — T2) + 


NG alt= r)dr+ fur) a(t— T)dr 
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IL oblik 


i(t) = = fur) '(t—T jar fual) d(t—r)dr+fua(r)a'(t—1)dr+ fwu(r)a(t=1)dr 


T4 <t< œ - Funkcija prekidna t = T4 
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I oblik 
i(t) = = fuc) a(t — T)dr + faoa alt — T)dr + [us (T2) — us(T,)| a(t — T2) + 
Dan )a(t — T)dr + Jura a(t — r)dr + [us(T4) — ua(T4)] a(t — Ta) + 
MCG (t—_—T)dr 
—— 
III oblik 


i(t) = = fulo) a- rdr + fualr) Messina posto a'(t — T)dr + 


sfat) E A E a' (t — T)dr 
Ta 
NR 
=0 


I iz ovog primjera se vidi pogodnost primjene III oblika Dijamelovog integrala. 


VODOVI 


Pri proučavanju raznih elektromagnetskih pojava treba jasno utvrditi u koje područje ulazi 
postavljeni problem. Teorija elektromagnetskog polja je osnovna teorija koja svojim zakon- 
ima objašnjava i opisuje elektromagnetske fenomene u prirodi i u elektrotehničkim sistemima, 
postrojenjima, mašinama i drugim sklopovima i uređajima. Ova teorija zahtijeva složeni 
naučno-matematički aparat, jer su električne i magnetske veličine uglavnom date u difer- 
encijalnom obliku. Kao specijalan slučaj teorije elektromagnetskog polja razvila se teorija 
električnih kola za proučavanje velike klase električnih sistema. Ova teorija daje relativno 
jednostavna rješenja (dovoljne tačnosti) za veliku klasu problema koja bi inače bila vrlo kom- 
plikovana i skoro nerješiva kada bi se koristila teorija polja. U teoriji električnih kola fiziči 
procesi se uglavnom opisuju pomoću integralnih veličina. Model kola koristi se u onim sluča- 
jevima u kojima prostorne dimenzije uređaja ili sistema u poređenju sa brzinom prostiranja 
elektromagnetskih procesa su takve da se može smatrati da se procesi dešavaju trenutno u 
sistemu. Za takve sisteme koristimo izraz: ” Sistemi sa koncentrisanim parametrima” da 
bi smo naglasili da prostorne dimenzije sistema ne ulaze u model kola. Odnos talasnih dužina 
elektromagnetskih veličina i dimenzija (prostornih) sistema mjerodavan je, da li će se sistem 


posmatrati kao kolo, vod ili polje. Postoji važna fizička relacija: 


ka 
f 


gdje je: A-talasna dužina, v-brzina prostiranja talasa, f-frekvencija. 


Primjer: 
a) Energetski sistem: f = 50 Hz, v = vo = 3 x 10 m/s = A = 3 x 108/50 = 6000 km. 


- Svi uređaji koji imaju znatno manje dimenzije od 6000 km mogu se analizirati modelom 
kola. 


- Vodovi za prenos energije su sistemi sa raspoređenim parametrima. Osim vremena 


moraju se uzeti u obzir i prostorne koordinate. 


b) Radio signali: f = 10° Hz > A = 0.3m - fizičke dimenzije reda cm su važne. 
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Slika 14.311: Monofazni homogeni vod 


Treba naglasiti da se neki sistemi moraju tretirati dvojako ili čak trojako (kolo, vod polje). 
Tu spadaju savremeni mikrotalasni sistemi, antenski sistemi i slično. Prema tome, vodovi su 


sistemi koji se drugačije nazivaju: "Električna kola sa raspoređenim parametrima". 


14.1 Parcijalne diferencijalne jednačine voda 


U ovom poglavlju razmotrićemo samo monofazni homogeni vod (slika 14.311), što znači, vod 
sastavljen od dva provodnika koji po cijeloj svojoj dužini ima jednak poprečni presjek provod- 
nika i jednak poprečni presjek dielektrika. 

Ukupni parametri voda: R— ukupna otpornost, L— ukupna induktivnost, C— ukupna ka- 
pacitivnost, G— ukupna (poprečna) provodnost dielektrika, koja se naziva odvodnost (odvode 
se konvekcione struje zato što nijedan dielektrik nije idealan). Kod vodova se mora uzeti u 


obzir raspoređenost parametara po cijeloj dužini voda d. Zato se uvode podužni parametri: 


R 

pe "s podužna otpornost voda 

(== I podužna induktivnost voda 
C E mu 

G= = podužna kapacitivnost voda 
G 

LAS podužna odvodnost voda 


Posmatra se element voda dužine Ax na odstojanju x od početka voda. Ovaj element 
može se predstaviti mrežom sa dva para krajeva koja je prikazana na slici 14.312: 

Pošto napon i struja na ulaznim i izlaznim krajevima elementa nemaju jednake vrijednosti, 
ove veličine zavise od mjesta na kome ih posmatramo. Ako se elektromotorna sila priključenog 
generatora mijenja u vremenu (na primjer, prostoperiodična je funkcija vremena) napon i 
struja na bilo kojem mjestu će zavisiti i od vremena. Prema tome, napon i struja voda su 


funkcije dvije promjenljive: mjesta z i vremena t tj. u(x,t) i i(x,t). Ako napon i struju na 
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Slika 14.312: Element voda dužine Ar predstavljen mrežom sa dva para krajeva 


početku voda (x = 0) označimo sa uo, ig a na kraju voda (x = d) sa ug, ta onda, jednačine 


elementa voda dužine Ar možemo napisati kao: 


u—(u+Au) = 2Azi + Art 
i— (i+ Ai) = gAx(u+ Au) + ZVEA + Au) (14.567) 


U prethodnim relacijama javljaju se parcijalni izvodi po vremenu umjesto običnih, jer su 


naponi i struje funkcije dvije promjenljive. Jednačine (14.567) možemo napisati u sledećem 
obliku: 


BE a 
Ar ot 
Ni 
= = g(u+Au)+ c2 (u + Au) (14.568) 
Au > 0 i . 
U graničnom prelazu kada Az > 0 > išlo dobijamo da je: 
l > 


iji Au _ li djed 
AoA Arg) 191 


AT ' ð 
SIMA, = lim, EC + Au) + m (u + Au) 


Poslije graničnog prelaza dobijamo jednačine: 


Ju ði 

= = riti 14. 
T +l Ji (14.569) 
ði ðu 

= e za 14. 
S, gu +C on (14.570) 


koje predstavljaju parcijalne diferencijalne jednačine voda. Iz relacija (14.569) i 


(14.570) može se eliminisati jedna funkcija u(x, t) ili i(x, t). Diferenciranjem jednačine (14.569) 
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po z a jednačine (14.570) po t dobijamo: 


=.) SZ 14.571 
0? Ox = Oz0t 
oi ðu ou 

— = 14.572 

arot 901 O PBR 

Smjenom relacija (14.570) i (14.572) u relaciju (14.571) dobijamo: 

u Qu ou 

gz T19 + (rc + lg)r ex + lc (14.573) 

Analognim postupkom, uzimajući 2 od jednačine (14.569) i 2 od jednačine (14.570) 

dobijamo: 

oi ' ði oi 

z TI + (re + lg)r i + lc; (14.574) 


Jednačine (14.573) 1 (14.574) predstavljaju jednačine voda poznate pod nazivom "jednačine 
telegrafičara". Opšti integral u(x,t) i i(x,t) parcijalnih diferencijalnih jednačina (14.568) i 
(14.569) odnosno (14.573) i (14.574) daje rješenje za napon i struju na proizvoljnom mjestu x 


u trenutku t. U opštem slučaju, ovo rješenje je veoma složeno i oblika je: 


fi (t-7) +4 (t+7) 


ul ME.) 


Međutim, kada je priključena elektromotorna sila e(t) prostoperiodična funkcija vremena, 


uls, t) 


—i(x, t) 


vrši se prelazak sa parcijalnih diferencijalnih jednačina (14.569) i (14.570) na obične diferen- 


cijalne jednačine sa kompleksnim veličinama. 


14.2 Kompleksne diferencijalne jednačine voda 


Vod se može predstaviti kaskadnom vezom mreža sa dva para krajeva od kojih svaka odgovara 
elementu voda dužine Ar. Na ovaj način vod zamjenjujemo jednom složenom mrežom sa 
dva para krajeva. Ako je na ovakvu mrežu priključen generator prostoperiodične elektromo- 
torne sile, onda će napon i struja u bilo kom presjeku mreže biti, takođe, prostoperiodična 
funkcija vremena. Prema tome, ako je vod priključen na generator prostoperiodične elektro- 
motorne sile e(t) = V2E, cos (wt + fog), napon i struja voda na bilo kom mjestu biće, takođe, 
prostoperiodične funkcije vremena učestanosti w i neke funkcije mjesta x na kome ih posma- 
tramo (unaprijed nije poznato kakve). To znači da efektivne vrijednosti i početne faze napona 


i struje nijesu konstantne veličine nego funkcije mjesta z: 
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u(x,t) = V2U(e) cos [wt +06(2)] 
V21I (x) cos [wt + b(2)] 


>. 
=> 
8 

œ 
— 

U 


Pošto su napon i struja voda prostoperiodične funkcije uvodimo njihove kompleksne pred- 
stavnike na mjestu x u trenutku t: 


U(zx,t) = U (x) tee) = U(x) e let 


Na mjestu z u trenutku t = 0: 


pa je: 


Analogno imamo za struju: 
I(x,t) = I(x) = Iai Oei 
Na mjestu zx u trenutku t = 0: 
1(£,0) = I(x) tO 


pa je: 
To tele (je? 


Da bismo prešli sa jednačina (14.569) 1 (14.570) u kojima se javljaju trenutne vrijednosti 
napona i struje na jednačine sa kompleksnim predstavnicima, potrebno je prvo da nađemo 


kompleksne predstavnike izvoda veličina napona i struje po mjestu i vremenu: 


a. = SZ (Ulo oe) = ET gjet 
MEHA {U (a, 00} = juul, Oe“ 
HP) 2 Tire Zoja 
AED 5 e} = jolie, je“ 


Na taj način jednačinama (14.569) i (14.570) poslije skraćenja zajedničkog faktora ej“ s 
obje strane znaka jednakosti odgovaraju jednačine: 
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SP ud rI(x,0) + jwlI(x, 0) (14.575) 
I 
—_— "= gola rot 0) (14.576) 


Pošto se u jednačinama (14.575) i (14.576) vrijeme ne javlja kao promjenljiva (svi kom- 
pleksni predstavnici odgovaraju trenutku t = 0). U toku daljeg izlaganja pisaćemo U umjesto 
U(x,0) i Z umjesto I(x, 0) pa je jednačine (14.575) i (14.576) moguće napisati na sledeći način: 


E = ika (14.577) 
— = (g+jwc) U (14.578) 


Jednačine (14.577) i (14.578) važe za slučaj kada je elektromotorna sila generatora prostope- 
riodična funkcija vremena. Uvođenjem kompleksnih napona omogućava nam prelazak sa par- 
cijalnih diferencijalnih jednačima oblika (14.568) i (14.569) na obične diferencijalne jednačine 
oblika (14.577) i (14.578). Ako sa z = r + jwl označimo podužnu renu impedansu a sa 
y = g + jwc podužnu otočnu admitansu, tada jednačine (14.577) i (14.578) možemo pisati u 
sažetom obliku kao: 


dU 
= zI ( ) 
dI 

EE, Eu 14.580 
dx ( ) 


Iz jednačina (14.579) i (14.580) može se eliminisati jedna od veličina U ili Z. Diferenciran- 


jem relacije (14.579) po s dobijamo: 


= —z— (14.581) 


(14.582) 
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Slika 14.313: Koeficijent prostiranja voda 


Ako jednačinu (14.579) zamijenimo u jednačinu (14.582) dobijamo: 


Uvođenjem veličine 7? = zy dobijamo: 


2 
= = RU (14.583) 


d2I 
= YI (14.584) 


14.3 Koeficijent prostiranja 
Veličinu: 
Y= ,/Zy (14.585) 


koja se javlja u jednačinama (14.583) i (14.584) nazivamo koeficijentom prostiranja 


voda. 


— zei? ) ; 
Z sia y= vy zvej(Pi+P2) =} (ze) 5? = yey 
y = ye 2 ES 


SE 


by, < 


= 
D 
IA 


y - uvijek leži u I-kvadrantu kompleksne ravni što je prikazano na slici 14.313. 


y=a +38 (14.586) 


a— koeficijent slabljenja 
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B— fazni koeficijent 


Odredimo zavisnost a i B u funkciji podužnih parametara i učestanosti: 


Y = zy=(r+jw)(g+jwec) = (rg — wle) + j (re + Ig) w (14.587) 
P = (a+jB)' = a?" — p? + jap (14.588) 
y= a PD (14.589) 


Upoređujući jednačine (14.587), (14.588) 1 (14.589) dobijamo: 


a@ -B = rg_w'le 


a? + 8? = += zy 


/ === 
ae zy +rg— wile 
2 
zy — rg +uw?lc 
b = y 3 


zy = y(r? +w) (g? + We) 


14.4 Opšte rješenje kompleksnih diferencijalnih 


jednačina voda 


Opšte rješenje jednačina (14.583) 1 (14.584) je oblika: 


IS 
U 


Cie "+ Ce 7" (14.590) 
I = Ce f+CeTF (14.591) 


Ci, Co, C3 i C, su integralne konstante koje se određuju iz graničnih uslova voda (granični 


uslovi se odnose na prostornu koordinatu x a početni uslovi se odnose na vremensku koordinatu 


t) a to su: 


- Kompleksni napon i struja na početku voda (x = 0) Uo, Lo- 


- Kompleksni napon i struja na kraju voda (x = d) Ug, La- 


Pokazaćemo da su integralne konstante struja (C, C,) srazmjerne integralnim konstan- 
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tama napona (C;, C;). Diferenciranjem jednačine (14.590) dobijamo: 


dU 
zem = ICje X — Ce YF = zI (14.592) 
I = o,r = o,r (14.593) 


Poređenjem jednačine (14.593) sa jednačinom (14.591) dobijamo: 


IC YC 
OA E s PE im 
3 z , LA z 
odnosno: 
Cı Co 


Ovim je srazmjernost konstanti C4i Ca, Co i C4 dokazana. Uvodeći veličinu: Z. = 


tada jednačine (14.590), (14.591) postaju: 


U = Qe? +e? (14.594) 
C C 

I = =>1,-4_=2,-q i 

L je 2“ (14.595) 


Pošto u opštem rješenju za napon i struju postoje samo dvije integralne konstante dovoljno 


je poznavati samo dva granična uslova da bi se one odredile. Veličina: 


jwl 
ZE ji =} (14.596) 
Y g + Jwc 
koja ima fizičku dimenziju impedanse naziva se karakterističnom impedansom voda. 
z, = PE i 
= ye1?2 y 
z- DITAF UH 
y m g? +W 
_ £ 


17 P2 
2 


E 
o 
(am 
ps 
IN 
= 
U 


arg{Ze} = o = 


| 
| 
JA 
NE 


Pe < 


Pošto je vod obično pretežno kapacitivan 0» > %1, paje -4 < 4 < 0, što znači da Z, leži 


samo u šrafiranom dijelu četvrtog kvadranta što je prikazano na slici 14.314. 
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Slika 14.315: Neograničen vod 


14.5 Neograničen vod 


Pod neograničenim vodom podrazumijeva se vod beskonačne dužine d > co koji je prikazan 
na slici 14.315. 


14.5.1 Kompleksne jednačine 


Polazimo od opšteg rješenja: 


U = Qe Y +C,e 
e Ee Oo 
Zo Zo 


Kada bi bilo C, £ 0 napon i struja voda neograničeno bi rasli sa porastom koordinate zx, a 
samim tim i snaga voda što je protivno zakonu održanja energije (snaga na bilo kojem mjestu 


voda ne može da bude veća od snage koju generator predaje vodu). Prema tome, mora biti 


C» = 0 i tada dobijamo: 


U = Ce T 
C 
I = mi 


U = Uje 7 
U 
D= ze” 


Struja na početku voda je 14 = Zo pa struju možemo izraziti u obliku: 


I= Ige ¥ 
Ulazna impedansa voda je: 
U 
VA z= 20 — Z 
Ful I LC 
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(14.597) 
(14.598) 


(14.599) 


(14.600) 


Impedansa neograničenog voda, računata na bilo kojem mjestu, jednaka je njegovoj karak- 


terističnoj impedansi Z.. 


Napon na početku voda (x = 0): U; = Uge!e. 
Koeficijent prostiranja: y = a + jP. 


Karakteristična impedansa: Z, = Zele, 


Kompleksne jednačine voda: U = Uje 2"; I = zet ='1je 2"; 


IS 
U 


U je 7? = Uge e tiee _ Uge ®™ et (00 82) 
0 

one == Doe" -lotje = 20: 

Z Zeel. Ze 


C 


ian 
U 


14.5.2 Efektivne vrijednosti napona i struje i njihove početne faze 
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Slika 14.316: Koeficijent slabljenja i fazni koeficijent 


14.5.3 Efektivna vrijednost na mjestu zr 


U = mod(U) = Uje-* (14.601) 
I = mod{I} = T = he Y (14.602) 


C 


14.5.4 Početne faze (t = 0) na mjestu x 


0 = arg{U} = b- zr (14.603) 
p = arg{I} = 0- pr- p. (14.604) 


p=0-—- y, zax#0 
Po = ho = Ve zax = 0 


p = py — Br (14.605) 


Prema jednačinama (14.601) i (14.602) efektivne vrijednosti napona i struje eksponenci- 
jalno opadaju duž voda. Kaže se da napon i struja slabe duž voda, zato se koeficijent œ od 
koga ovo slabljenje zavisi naziva koeficijentom slabljenja (slika 14.316 a)). 

Prema jednačinama (14.603) i (14.604) odnosno (14.605) početne faze napona i struje 
linearno opadaju duž voda (slika 14.316 b)) pošto ovo opadanje zavisi od koeficijenta 6, dat 


mu je naziv fazni koeficijent. 


14.5.5 Fazna razlika između napona i struje 


Fazna razlika između napona i struje neograničenog voda je konstantna i jednaka argumentu 


karakteristične impedanse: 
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Slika 14.317: Relacije (14.607) i (14.608) prikazane u polarnim koordinatama 


0 — Y = bo — Po = pe = arg{Z.} = const 


14.5.6 Fazorski dijagram napona i struje 


U = Upg; 0 = bo- br => -r = 


(14.606) 


(14.607) 
(14.608) 


Jednačine (14.607) i (14.608) predstavljaju jednačine logaritamske spirale u polarnim ko- 


ordinatama što je prikazano na slici 14.317. 


14.5.7 Trenutne vrijednosti napona i struje 


Efektivne vrijednosti napoa i struje na mjestu x su: 
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dok su početne faze (t = 0) na mjestu z: 
0 = Oo = BE 


p = o= pT- p. = Ypo- pI 


Tada su trenutne vrijednosti napona i struje: 


ulx,t) = vV2Ue™®™ cos (wt + bo — Be) (14.609) 
il£, t) = Viere cos (wt +09 — Ba — Ye) (14.610) 


c 


Iz jednačina (14.609) i (14.610) očigledno je da su napon i struja posmatrani na jednom 
određenom mjestu x = const prostoperiodične funkcije vremena (slika 14.318), a posmatrani 


u određenom trenutku t = const pseudoperiodične funkcije mjesta (slika 14.319). 


+ 


Slika 14.318: Napon i struja na vodu kada je r = const 


Prostorne, prostoperiodične ili pseudoperiodične promjene napona i struje, nazivamo ta- 
las napona i struje a njhovu "prostornu periodu" A— talasnom dužinom.Prema jednačinama 
(14.609) i (14.610) u vremenskom domenu, kružna učestanost w i vremenska perioda T = 2r /w 
u prostornom domenu fazni koeficijent 6 (koji igra ulogu “prostorne kružne učestanosti”), ta- 


lasna dužina A (koja ima ulogu prostorne periode) 


kan (14.611) 
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Slika 14.319: Napon i struja na vodu kada je t = const 
14.6 Vod bez gubitaka 


Ako je r = g = 0 kažemo da je vod bez gubitaka. ada je koeficijent prostiranja: 


y = J/ag= y(r + jel) (g + jwe) = jvvle 
y= a+ jb => a= 0; B = wvle 


Karakteristična impedansa: 


La = Dodat 
Yy g +Jwc C 


Karakteristična impedansa je u ovom slučaju realna: Z, = Zele = Z, = 4/ł (0, = 0). 


Posledica toga je: 0 — Y = 0, = 0; 0 = v, napon i struja su u fazi. Pošto je a = 0 i y = 0 
imamo: 


u(r,t) = V2Uy cos (wt + bo — Bx) (14.612) 
iit = va cos (wt + 69 — Bx) (14.613) 


Naponi i struje su prostoperiodične funkcije i mjesta x i vremena t i u fazi su. 


453 


14.7 Vod priključen na vremenski konstantan izvor 


U ovom slučaju je w = 0 pa imamo da je: 


y = JA=V(rijod(g+jog = fr 
1=a+jB>a=vng B=0 


Z, Fila Vi? 
y \g+juwe Vg 
14.8 Vod priključen na izvor veoma visoke učestanosti 


U ovom slučaju je r «wl i g<wc pa imamo da je: 


Y= Zy = y(r + jwl) (g + jwe) = juvle 


Iz relacije y = a + j£ slijedi da je B = wVle dok je a £ 0 ali je veoma malo.Karakteristična 


impedansa je jednaka: 
ae = ao 
y g+Jwc C 


14.9 Opšte jednačine ograničenog voda 


Polazimo od opšteg rješenja kompleksnih diferencijalnih jednačina voda: 


IS 
U 


Gera 
Cro o 

I = Her _ m 

=r gS z 


C =c 


Ako su poznati granični uslovi na kraju voda (x = d) U, I4 za određivanje konstanti 


Ci, i C, imamo sledeće jednačine: 


Ce + Ope 
Ce + Ce" 


Va 


Zda 


iz kojih dobijamo da su konstante C} i C, jednake: 
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1 

Gp = U+ZLje“ (14.614) 
1 

O =3Uu-ZLjev (14.615) 


1 1 
U = UL+ZLJAĆ0 dae ER 
I I /U 
| =. = = I uda) _ | =4_ I y(d—2x) 
L 3 ( Z. E ) 3 (Z, a)e 
y(d—z) =y(d—z) y(d—x) _ 4—3(d—2) 
U = uw(* — )+zn(! = ) 


IN 
ll 


Ug [0 — g) = e2(d-2) | e-1(d-2) 
Za 2 = 2 


U = U,chyd-2)+2Lshy(d—=2) (14.616) 
U 
E. za sh y (d — x) + L4 ch y (d — x) (14.617) 


Jednačine (14.616) i (14.617) predstavljaju opšte jednačine ograničenog voda kada su poz- 
nati granični uslovi na kraju voda. Ako su poznati granični uslovi na početku voda (x = 0) 


Up, Lo tada dobijamo sledeće jednačine za određivanje konstanti C4 1 C»: 


C, +0, =U O je 
Mr So au (14.618) 

Cı -C = Zola Co = 175 S 

Uo + Zla YE Uo — Za yg 

U = 3 € - + 3 e+ 

— Uo ai Zela e I — Uo m Zela elz 

= 2 2 
poslije sređivanj dobijamo: 
U = U chyr + ZA shyz (14.619) 
U 

I = EZ shyz + Z, chyz (14.620) 


Cc 


Jednačine (14.619) i (14.620) predstavljaju opšte jednačine ograničenog voda kada su poz- 


459 


Slika 14.320: Vod zatvoren proizvoljnom impedansom 


nati granični uslovi na početku voda. 


14.10 Vod zatvoren proizvoljnom impedansom 


Polazeći od opštih jednačina ograničenog voda (14.616) i (14.617) i zamjenjujući struju 1, = 
Ug/Zp (slika 14.320) dobijamo: 


4 
U = U, cy(d—2)+U, =. shy (d — 2) (14.621) 
Ap 
I = Ua shy (d — x) + Ua chy (d — x) (14.622) 
Ze 7 a VE 


Efektivne vrijednosti i početne faze napona i struje ograničenog voda na mjestu x su: 


Z 
U = mod {U} = mod { U4 eh (4— 2) + Ua ZE shy(d— a) 
fp 
Ua Ua 
I = mod{I} = modi E shy (d — x) + X chy (d — x) 
AS E Lp S 
4 
6 = arg (U) = arg { Uu hy (d— 2) + Ua Ž str (d—2)} 


=P 


T= arg {1} = arg {1= shy(d—2)+ 22 dr (d—a)} 


==P 


Očigledno je da su efektivne vrijednosti i početne faze napona i struje veoma složene 


funkcije mjesta x. Trenutne vrijednosti napona i struje su: 


V2U (x) cos [wt + 6(2)] 
V2I (x) cos [wt + b(2)] 


uls, t) 
i(x,t) 
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Kada je poznat jedan par graničnih uslova, bilo onaj na početku voda ili onaj na kraju 
voda, drugi par se može uvijek neposredno odrediti. Naponi i struje na početku i na kraju 
voda vezani su relacijama: 


U 
I = shyd + I4 chyd (14.624) 


=C 


Posmatrajući ograničen vod kao mrežu sa dva para krajeva (što on u stvari i jeste) jednačine 
(14.623) i (14.624) pokazuju da su ”a” parametri: 


Qi = chyd 412 = Z. shyd 
4591 = + shyd 4092 = chyd 


Odnosno njena a matrica: 


had. Zayd 
a| AS | (14.625) 


zA shyd chyd 


Pošto je di, = 497 > mreža je simetrična. 


14.11 Otvoren vod 


U slučaju otvorenog voda kompletna struja na njegovom kraju je nula 1, = 0, pa su jednačine 
voda: 


U = U,chy(d—z) (14.626) 
T = Z shy (d — x) (14.627) 


U; = Ugel: Z = ZcePe; 


chg = chy(d- x); g=7(d-— 1<) 


chg = ch(a + jb) = ch acosb + jsh asinb 
shg = sh(a+ jb) = sh a cosb + jch asinb 
a = aļld—-zr); b=((d— 1) 
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mod {chg} = V/chža cos2b + shža sin? b 
mod {shg} = V 'shĉa cos2b + chža sin? b 


ili 


mod {chg} = v sh?ĉa + cos2b 
mod {shg} = ysha + sin? b 


arg {chg} = arctg (tha tg6) 
arg {shg} = arctg (cthb tgA) 


pa za napon i struju dobijamo izraze: 


U = Uv sha + cos2befl%a+arcte(thatgB)| (14.628) 
I = Ua sh?a + sin? be/l%a+arete(cthate8) ec] (14.629) 


Zo 


Efektivne vrijednosti napona i struje duž voda određene su modulima gornjih kompleksnih 
veličina: 


U = Uasiča(d— x) + cosž8(d — 2) 


I = —\/shha(d— x) + sin? B(d — x) 


Dijagramom se obično predstavljaju kvadrati ovih efektivnih vrijednosti: 


U? = Ujsh'a(d— 2) + Ujcos'B(d — x) (14.630) 
UŽ UŽ 
I = zR a(d — x) + sin? B(d — z) (14.631) 


Iz ovih izraza vidimo da efektivne vrijednosti napona i struje duž voda (otvorenog) ne 
opadaju monotono, već fluktuiraju. Za vod određene dužine ova fluktuacija je utoliko jača 
ukoliko je učestanost visoka, jer je tada perioda 7/8 drugih članova u gornjim izrazima, od 
kojih i potiče ova fluktuacija, mala. Ako je učestanost niska, vod mora biti vrlo dugačak da 
bi se ova fluktuacija primijetila. Iz izraza takođe vidimo da kod dugačkih vodova na efektivnu 
vrijednost napona i struje prvenstveno utiču prvi članovi, sem za mjesta koja su blizu njegovog 


kraja. Nasuprot tome, kod kratkih vodova ovaj uticaj prvenstveno pripada drugim članovima. 
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Iz izraza za kvadrat efektivne vrijednosti napona vidimo još i da efektivna vrijednost napona 
na početku otvorenog voda može biti manja od njegove efektivne vrijednosti na kraju voda, 
naročito ako je vod kratak. 

Impedansa otvorenog voda nije konstantna kao kod neograničenog voda. Ona zavisi od 


mjesta na kome se računa i data je izrazom: 
= Zo cthy(d— x) (14.632) 


Ukupna impedansa otvorenog voda, računata na njegovom početku (x = 0) prema gornje 


obrascu je: 


U 

ŽE E = Z, cthyd (14.633) 
£0 

Kada d > co, ona prirodno teži impedansi neograničenog voda, to jest karakterističnoj 


impedansi Ze. 


14.12 Trenutne vrijednosti napona i struje 


Na osnovu dobijenih izraza za kompleksni napon i struju, možemo neposredno napisati i izraze 


za trenutne vrijednosti napona i struje u obliku: 


u(x,t) = V2Ucos (vt + ba + arctg [tha(d — 1)tg8(d — x)|} 
V2Icos {wt + 07 + arctg [ctha(d — 2)tg8(d — 2)] + pe} 


>. 
> 
8 
+ 
—_ 
U 


U njima U i I predstavljaju efektivne vrijednosti napona i struje koje su jednake: 


U = Ua/skža(d — x) + cos?8(d — x) 


U, 3 
"= sh*a(d — x) + sin?B(d — x) 
Ovi izrazi nam pokazuju da napon i struja imaju vrlo složenu prostornu raspodjelu na 
otvorenom vodu. Iz njih takođe vidimo da fazna razlika između napona i struje nije konstantna 


kao u slučaju neograničenog voda. 


14.13 Vod u kratkom spoju 


U slučaju voda u kratkom spoju napon na njegovom kraju jednak je nuli: U; = 0 (slika 
14.321). Stoga, prema opštim jednačinama ograničenog voda njegovi izrazi za kompleksni 


napon i struju glase: 
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Slika 14.321: Vod u kratkom spoju 


U = 


Z. La shy(d — x) (14.634) 
I = L chy(d— z) (14.635) 


Uzimajući s jedne strane da je: 
l;= Ljejva i ZE Zel? 


a sa druge strane da je: 


shg se /sh2a + sin? bejaretg(cthatgb) 
chg (== /shža + cosŽbejarete(thatgb) 


gdje su: g, a i b kao kod ograničenog voda: g = y(d — x); a = a(d — x); b = B(d— x). 


Kompleksni napon i struju voda u kratkom spoju možemo pisati u obliku: 


S 
U 


ZLa/shža(d — x) + sin? B(d — x)ef{Vvaroreteletha(d—2) teB(d-2)|}xpo} (14.636) 


I = L/skha(d — x) + cos2B(d — rjejtvatsrctaltho(d_2) tgB(d-x)|Ypo} (14.637) 


Efektivne vrijednosti napona i struje određene su modulima ovih izraza: 


U 


mod {U} = Zela/skža(d — x) + sin? B(d— 2) 


I mod {I} = Ia4/sh°a(d — x) + cos?B8(d — x) 


Upoređujući gornje izraze sa izrazima za ograničeni vod, vidimo da efektivna vrijednost 
struje voda u kratkom spoju ima oblik efektivne vrijednosti napona otvorenog voda i obratno, 
efektivna vrijednost napona u kratkom spoju ima oblik efektivne vrijednosti struje otvorenog 
voda. Prema tome, i u slučaju voda u kratkom spoju možemo reći da efektivne vrijednosti 


napona i struje ne opadaju monotono duž voda, već fluktuiraju i to utoliko jače ukoliko je 
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učestanost generatora veća. Takođe, da kod dugačkih vodova na njihovu vrijednost prven- 
stveno utiču članovi izraženi hiperboličnim sinusom, dok kod kratkih vodova članovi izraženi 
prostoperiodičnim funkcijama. Kod voda u kratkom spoju efektivna vrijednost struje na 
početku voda može biti manja od njene efektivne vrijednosti na kraju voda. 


Impedansa voda u kratkom spoju na nakom mjestu rx od njegovog početka data je relacijom: 


= Z, thy(d — x) (14.638) 


Njegova ukupna impedansa računata na početku (x = 0) iznosi: 


U 
Z= = Z, thyd (14.639) 


Množeći relaciju (14.639) sa relacijom (14.633) dobijamo veoma važnu relaciju: 


Zok = Ze cthyd Ze thyd = z 


odnosno 


Ze = yV Zok (14.640) 


Pomoću ove dvije impedanse možemo odrediti i koeficijent prostiranja voda y na sledeći 


način: 


= = th'yd 


1 IZ. 
y = -Arth | = (14.641) 
2 d Zo 


Na osnovu izraza za kompleksni napon i struju možemo napisati i izraze za trenutne vri- 


jednosti napona i struje voda u kratkom spoju: 


u(x,t) = vV2Ucos {wt + p4 + arctg [ctha(d — x)tgB(d — x)| + pe} 
V2Icos {wt + by + arctg [tha (d — 2)tg8(d — 2)]) 


>. 
=> 
a 
+ 
x 
U 


Vidimo da je prostorna raspodjela napona i struje na vodu u kratkom spoju takođe veoma 
složena. Iz njih, takođe, vidimo da fazna razlika između napona i struje nije konstantna kao 


u slučaju neograničenog voda. 
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14.14 Impedansa voda zatvorenog proizvoljnom impedan- 


som Zp 


Impedansa na nekom mjestu xz od početka voda je: 


Z(r1)= = = Z, PP = 14.642 


Ako impedansu računamo na početku voda (r = 0) imamo: 


_ Uo = Zp chyd + Z. shyd 


_b_ = 14.643 
Lo Z, shyd + Zechyd l ) 


Uzimajući u obzir relacije (14.633) i (14.639) može se napisati i sledeći izraz za ulaznu 


impedansu voda: 


= Zos r 14.644 
Laa (14.644) 


Ako u relaciji (14.642) uvedemo novu promjenljivu 2,/2, = thM i izvršimo smjenu d— £ = y 


ona postaje: 
thM chyy + shyy 


Z = o E RE 
Zla) =Z. thM shyy + chyy 
odnosno: 
Z(2) = Z, thlyy + M ) (14.645) 
pa relacija (14.643) postaje: 
ZSL YEM ) (14.646) 


Ako je impedansa Z, takva da je odnos T (koji je po prirodi dužina) realan, Z = d, 
tj ako se ona može predstaviti u obliku Z, = Z, thyd, onda se ona može zamijeniti jednim 
vodom u kratkom spoju dužine dı istih karakteristika kao i dati vod, jer je impedansa voda 
u kratkom spoju data gornjom relacijom. Ukupnu impedansu voda možemo tada pisati u 
obliku: 

Z= Z, thy(d + dı ) (14.647) 


14.15 Slučaj vrlo dugačkog voda 


Kada je vod vrlo dugačak, obrasci koji se odnose na ograničen vod zatvoren impedansom Z, 
mogu se uprostiti. U tom slučaju može se zanemariti član e 24 u odnosu na eZ, te uzeti da 


je približno: shyd = chyd = teri, Tada, obrasci kojima su izraženi kompleksni napon i struja 
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na kraju voda pomoću napona na njegovom početku, postaju: 


24 
Do EE f 
zd Z, E Ze 

2 
1; Here 
Ed Z, E zi 


Ukupna impedansa ovakvog voda približno je jednaka impedansi neograničenog voda: Z = 
Z, pa je i struja na njegovom početku: 


_b 
IŽ 


=c 


L 


14.16 Vod zatvoren karakterističnom impedansom Z, = 
Z 


=C 


Ako je vod zatvoren svojom karakterističnom impedansom tj. ako je Z, = Z. tada ulazna 


impedansa na početku voda (x = 0) na osnovu relacije (14.643) postaje: 


Z, chyd + Z, shyd Z, (chyd + shyd) 
T = Z,shyd+Z.chyd ™ Z, (shyd+chyd) <“ 
Z = Zu = Ze 


pa je struja na početku voda: 


h=#2-=-2 


Polazeći od jednačina ograničenog voda: 


U = U; chyr— LL shyx 
U 
I = = shyz + Io chyr 


=c 


i uvodeći smjenu: 2,14 = Ug dobijamo: 


ya —ya yÉ A0 
U = U; (chyz — shyz) = U, (: — = = )-u e U 


(UP (= =) U, 


2 Bb 2 Z 


_ 4 = 
I = z. (chyz — shyz) = 7 


e 1" 


C 


Kao što se vidi to su jednačine neograničenog voda. Odavde slijedi važan zaključak: da 
je režim ograničenog voda zatvorenog karakterističnom impedansom identičan sa 


režimom neograničenog voda. 
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14.17 Prirodna snaga voda 


Kada je vod zatvoren svojom karakterističnom impedansom kompleksna snaga na njegovom 


početku iznosi: 


U? 
S == 
DE 
Uzimajući da je Z, = Ze e/% dobijamo: 
U? ; U? 2 
S, Zo = T cosp, tj sin, 
gdje je: 
2 
P, = “cosg, - aktivna snaga na početku voda 
2 
Qo = ra siny, - reaktivna snaga na početku voda 


Kompleksna snaga na nekom mjestu x od početka voda je: 


u Uje, 
|? = =") IPe 
S=UI Z y~ 
U? —2axr 
Pe Re(S) = We cos, (14.648) 
U? —2az 
Q = Im {S} = = — sing, (14.649) 


Na kraju voda kompleksna snaga je: 


U? 
Re{S} = ren COS Y, 


C 


Pa 
U? 
Qu = Im{S} = bel sin, 


c 
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Kako je: U4 = U ge? izrazi za aktivnu i reaktivnu snagu postaju: 


2 


Pi Zi cosg, (14.650) 
U? 
Qa = F sing, (14.651) 


Snage izražene relacijama (14.650) i (14.651) nazivaju se često karakterističnim ili prirod- 


nim snagama voda. 


14.18 Prostiranje talasa napona i struje duž voda. Brz- 
ina prostiranja 


Kao što smo vidjli u predhodnim izlaganjima talasi napona i struje u ustaljenom prostoperi- 


odičnom režimu imaju oblik: 


V2U (x) cos [wt + 6(2)] 
V2I (x) cos [wt + b(2)] 


Z [S 
8 8 
BE 
ll ll 


Odaberimo proizvoljne faze napona i struje 0; i Y. Na mjestu x, u trenutku t one zadovoljavaju 


jednačine: 


Ok = 0 + wt 
Ph = Y+ wt 


Posmatraćemo duž voda u različitim trenucima uvijek iste faze 0; i %ą„ pa je u vom razmatranju 
tada 0x = const i Y, = const. Čisto matematički gledano, da bi 0x i tb, ostalo konstantno 
kada se mijenja vrijeme t mora da se mijenja i x i to u zavisnosti od t. Fizički to znači da 
se mjesto x faze 6x odnosno p, mijenja u zavisnosti od vremena, odnosno, da se faze Ok i Y, 
prostiru duž voda. pošto napon u(x,t) i njegova faza wt + 0(x), a isto tako struja i(x,t) i 
njena faza wt + y(x), imaju zajedničke koordinate x i t. Brzine prostiranja napona i njegove 


faze su jednake, a isto tako jednake su i brzine prostiranja struje i njene faze. Odredimo ove 


brzine. 
dO; do dx A 
go Suma OG UG (14.652) 
db, _ doda o w 
mej nae Ta (14.653) 


Brzine prostiranja napona i struje duž voda v, i v; su različite i mijenjaju se duž voda tj. 
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nijesu konstantne. Brzina prostiranja napona v, i struje v; su konstantne ako je #2 =Aji 
we) = As i tada važi: 
0(x) = Ar+B (14.654) 
p(x) = Áz + Bə (14.655) 


iz relacija (14.654) i (14.655) zaključujemo: brzine prostiranja napona i struje duž voda 
su konstantne ako su njihove faze linearne funkcije mjesta. Očigledno da u vodu 
ograničee dužine te relacije nijesu zadovoljene. Zaključak: u vodu ograničene dužine koji 
je zatvoren proizvoljnom impedansom napon i struja prostiru se brzinama koje duž voda 
nijesu konstantne. Brzine prostiranja napona i struje biće jednake (v, = v;) ako važi da je 


2) = Hee) tj. ako važi da je 0(x) = y(x) + p odnosno: 


0— Y% = y = const (14.656) 


Iz relacije (14.656) zaključujemo: brzine prostiranja napona i struje su jednake samo 
kada je fazna razlika između napona i struje duž voda konstantna. Očigledno je da 
ovaj uslov nije zadovoljen kod ograničenog voda zatvorenog proizvoljnom impedansom %Z%ņ. 
Zaključak: u vodu ograničene dužine, koji je zatvoren proizvoljnom impedansom, 
napon i struja prostiru se duž voda različitim brzinama. U neograni 


čenom vodu, kao što smo ranije izveli, važe relacije: 


Olx) = %—Bz 
plx) = Oo = px — Pe 


pa su brzine prostiranja talasa napona i struje: 


(14.657) 


Vu = Ui = 


= 
B 


g(x) Za p(x) = P; = arg {Z} = const 


Prema tome, za neograničen vod zadovoljene su obje relacije (14.654) i (14.655) kao i relacija 
(14.656). Zato se napon i struja u neograničenom vodu prostiru konstantnim i jednakim 


brzinama. Isto važi i za ograničeni vod kada je zatvoren svojom karakterističnom impedansom. 
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14.19 Zavisnost između talasne dužine i brzine prosti- 


ranja kog neograničenog voda 


Talasna dužina prostiranja definiše se relacijom A = S dok je perioda jednaka T' = = Njihov 


odnos je jednak: 


Uvodeći pojam učestanosti kao f = £ 


(14.658) 


14.20 Zavisnost v, a i 6 od podužnih parametara i učes- 


tanosti 


y = a+jf 
P = (a+ jb =a -P +208 
% = zy= (r + jwl) (g + jwe) = rg — wle + jw (re + lg) 


Ako izjednačimo imaginarne djelove dobijamo: 


208 = w(rc+lg) 
W 2a 
V = — = 
6 re+lg 
2 

um ae const (14.659) 
a re+l1 
a 1 
da: (rc+1g) = const (14.660) 
v 


Koeficijent slabljenja a i brzina prostiranja u neograničenom vodu su srazmjerne veličine. 
Ako je napon priključenog generatora vrmenski konstantan (w = 0) tada za brzinu prostiranja 


dobijamo neodređen izraz v = S = o jer je16 = 0. 


= V(rtjeb(g+jed|_ = vr 
= a + j Bluo =w= vrg 


2 R 
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Brzina v se može odrediti iz relacije (14.659): 


zv (14.661) 


= re+lg 


Ako je učestanost priključenog napona veoma visoka, onda semože pisati 8 = wvlc i za brzinu 


va 5 = 7 Za vod koji se nalazi u vazduhu dobijamo: 


1 sm, . 1 1 
v= = v = 3 x 10?— jer je —= = 


«/ Eolo S vle F «/ Eolo 


Koeficijent slabljenja je u ovom slučaju jednak: 


a = 5 (re+lg) = (rc + lg) 


1 
2,/€0Mo 


14.21 Vod Hevisajdovog tipa 


Ako podužni parametri jednog voda zadovoljavaju uslov re = lg ili r/l = g/c onda kažemo 


da je on Hevisajdovog tipa. Tada se može napisati: 


y= y + jul) (g + jwe) = yi (7 +jw) c (z de jw) = (3 +e) Vie (14.662) 


y=a+j paje B=ovlc 
Tada je brzina prostiranja: 


wW W 1 
v= = = = const 


B6 wvle vle 


To znači da se u vodu Hevisajdovog tipa naponi i struje svih učestanosti prostiru konstantnim 


i jednakim brzinama v, = v; = 1/ Vle.Koeficijent slabljenja Hevisajdovog voda uzima za sve 
učestanosti vrijednost a = ./rg. Karakteristična impedansa Hevisajdovog voda je nezavisna 


od učestanosti. Ona je pored toga i realna: 


r+jol 
g + jwe 


(14.663) 
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14.22 Razlaganje napona i struje na direktnu i reflek- 


tovanu komponentu 


Kao što smo vidjeli u predhodnim izlaganjima, analiza ustaljenih režima u vodu konačne 
dužine koji je zatvoren proizvoljnom impedansom Z, pomoću relacija (14.621) i (14.622) je 


veoma složena i nepregledna. Rezimirajmo te teškoće: 
- Efektivne vrijednosti napona i struje veoma su složene funkcije mjesta x. 
- Naponi i struje prostiru se različitim brzinama koje duž voda nijesu konstantne. 


Pošto je režim neograničenog voda najprostiji mogući (efektivne vrijednosti napona i struja 
eksponencijalno opadaju, brzine prostiranja su im jednake i konstantne duž voda), u teoriji 
kola sa raspodijeljenim parametrima napon i struju voda konačne dužine koji je zatvoren 
proizvoljnom impedansom razlažemo na dvije komponente koje imaju oblik napona i struje 
u neograničenom vodu. Polazeći od jednačina ograničenog voda zatvorenog proizvoljnom 
impedansom [relacije (14.621) i (14.622)| u kojima hiperbolne funkcije izrazimo preko ekspo- 
nencijalnih dolazimo do novih relacija oblika: 


U = = led x) +e y(d 2] ME saa led a) e y(d a] 
_ Ua aldo) | edo) _ Ua fede) _ (de) 
I = 22. [e2 te- ] TA [e Gr ] 


Grupišući članove uz e2(4-") i e-2(4-" dobijamo: 


PE po je ka Vig ZT EE 
U = U, ZO eVet HU, "o e 34% (14.664) 
Z,+Z Z-Z 
I = U, PD grd nY LP g MEA 14.665 
SRI ČE ZN ZEL S l ) 


Z ga C £ C x 
U =, 2Z, ee F4+U, Z, E 0) 
Z,+Z Z 
I = P c yd pe PE s oi sl e yd ,—y(2d—x) 
JET Zi a e T 


Konačno dobijamo: 


S 
U 


Ure yU e 2%) U HU (14.666) 
U, Hi 
I 1 Ka e 3 — —0 e-2(2d-z) =I dje 


ec =C 


I (14.667) 
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Slika 14.322: Razlaganje napona i struje na direktnu i reflektovanu komponentu 


Komponente U Gr imaju oblik napona i struje na neograničenom vodu sa početkom na 
mjestu s = 0 kao što se može vidjeti sa slike 14.322. Na ovom mjestu vrijednost napona i 
struje su: U, i I9 = Up/Z,. Ako uvedemo smjenu £ = 2d — x (slika 14.322) možemo pisati 


da je: U” = U, eX i IT = -U/Z,e £. Komponente Ui a imaju oblik napona i struje 


na neograničenom vodu sa početkom namjestu € = 0, odnosno x = 2d — € (slika 14.322). 
Vrijednost napona i struje na početku ovog voda su: U% i 14 = —U4/Z,. Znak minus u izrazu 


za struju znači da je njen pozitivan smjer suprotan od uobičajenog. Fizički postoji zadati vod 


dužine d zatvoren impedansom Z,. Neograničeni vodovi su fiktivni. Komponente U "I,U" 


I imaju takav oblik kao da se prostiru duž ovih vodova. 


14.23 Brzine prostiranja 


Pošto se komponente U i I prostiru u pozitivnom smjeru x-ose tj. od početka zadatog voda 


prema njegovom kraju, nazivamo ih direktnim komponentama (talasima) napona i struje. 


H Hi aol! 
= jo 
U) = U eo 


U = U efo e-(a+58)(2d-a) _ U! eg al2d—2) pj [00 —B2d-o)| 
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Početna faza je: 0” = 0% — B(2d— x), dok je faza u trenutku t jednaka: 0” + wt = 0 — B(2d — 


x) + wt. Duž voda u raznim trenucima uvijek posmatramo istu fazu: 
0; = 0, — B(2d — x) + wt (14.668) 
pa je prema tome 6; = const. Diferenciranjem relacije (14.668) po vremenu dobijamo relaciju: 
— =B— +w (14.669) 


pa je brzina prostiranja shodno relaciji (14.669) jednaka: 


" W 
v =- 
B 
Komponente U i I prostiru se u negativnom smjeru x-ose brzinom koja je po apsolutnoj 
vrijednosti jednaka brzini komponenti U iI.Po analogiji sa reflektovanjem svjetlosnog zraka 
od ogledala, smatra se, da se direktne komponente U i I odbijaju od kraja zadatog voda 


xz =d i vraćaju prema početku kao reflektovane komponente U “i I” Veličina: 
r, = = (14.670) 


naziva se koeficijent refleksije za napon na kraju voda tj. na mjestu prijemnika. Zamjenom 


vrijednosti U, i U, u relaciji (14.670) dobijamo: 


U. —iy(2d—e) y” 
ky = Soma = T (14.671) 
<0 - zr=d =. 
Nadalje je: 
" Z,-4 d 
Ut an 
0 U, 22 el -p C 


Koeficijenti refleksije za struju su isti kao za napon ali sa suprotnim znakom. Prema relaciji 
(14.671) možemo pisati da je: 
U) =L, U, 


Odnosno: 


IS 
I 
= 

3 

SG 

ia 

A 
2 

Y 
X 
a 


(14.673) 


s) 
S 


Ia Oe e-2(2d-z) (14.674) 
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Relacije (14.673) i (14.674) predstavljaju reflektovane talase napona i struje. 


14.24 Trenutne vrijednosti direktne i reflektovane kom- 
ponente 
Trenutne vrijednosti direktnih talasa napona i struje su izražene relacijama: 


u(x,t) = V2Uje "% cos (wt +0 — Bz) (14.675) 


i (x,t) 


V2he ? cos (ot +0 — bx — 2.) (14.676) 
Koeficijent refleksije možemo zapisati i na sledeći način: 
Rena (14.677) 


a izraze za reflektovane talase napona i struje u sledećoj formi: 


U = T, €% U; ejo e—(o+jB)(2d—2) _ 
= ruj ooo lj. (14.678) 
" : Lk 1 : 
pr ga JINp ! jo —(a+jB)(2d—x) _ 
m re SS Zei? : 
RE 7 e-a(2d-z) i 180-B(2d-2)4+np—v2] (14.679) 


C 


Dok su izrazi za trenutne vrijednosti reflektovanih talasa napona i struje jednaki: 


u(c,t) = V2r,Uje "Veda [wt + 6) — 8 (2d — x) + np (14.680) 


n 


i (x,t) 


Jeli 2 gallda gos [wt +0,- 6 (2d— z) + — Pe (14.681) 


Na ovaj način smo analizu ustaljenog režima ograničenog voda koji je zatvoren proizvo 


ljnom impedansom sveli na analizu dva neograničena fiktivna voda: 


u (z,t) + u (x,t) 
i(x,t) = i(x,t) +i (x,t) 


= 

8 

Š 
I 
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14.25 Ulazna impedansa 


Ulazna impedansa se definiše kao: 


a e-1z +r, Ke e-1(2d—e) e 12 +r, e 2@d—s) 


~IS 
lS 


De 


1 EG. Io = = 
G ara CFD, oma 


Le 


NIS 
Q 
m 
2 
8 
| 
| 


lti Za 


1 + r e7214 
Uvodeći koeficijent refleksije na mjestu x, r(x) kao: 
Heba ae (14.684) 
dobijamo sledeći izraz za ulazn impedansu: 
1+I(2) 
Z(x) = Z, LE 14. 
Zla) =Z ZT) (14.685) 


Polazeći od relacije (14.672) dobijamo sledeće vrijednosti za koeficijent refleksije: 
- Za otvoren vod Z, = œ > I, =1. 
- Za vod u kratkom spoju 2, = 0 >T, = —1. 


- Za vod zatvoren svojom karakterističnom impedansom Z, = Z, > L, = 0. U ovom 


slučaju nema refleksije pa je: u(x,t) = 0 i i” (x,t) = 0. 


14.26 Stojeći talasi u ograničenom vodu 


Ako je učestanost generatora vrlo visoka tako da jer < wl i g < wec karakterističnu 


impedansu voda možemo smatrati realnom veličinom: 


z =, ZEI _ a rei og} (srotgl -arctgće) (14.686) 
= Ngrjve \ PFE | 
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Koeficijent slabljenja i fazni koeficijent uzimaju tada približne vrijednosti: 


2 
mim pera wle MC A (14.687) 


Kai 2 
Bo € toT g gle (14.688) 


Ako je vod i kratak možemo uzeti približno da je: a=a(d— x) = 0. Veličinu b = B(d— x) ne 
možemo zanemariti zbog visine vrijednosti koeficijenta 6 koju uzima pri visokoj učestanosti. 
Takvi kratki otvoreni vodovi sa visokom učestanošću predstavljaju antene u radiotehnici. 
Usvajanjem gornjih približnih vrijednosti, veličina y postaje: y = jB(d— x) = jwvle(d — z), 
te se izrazi za kompleksni napon i struju otvorenog voda predstavljeni relacijama (14.626) i 
(14.627) svode na: 


S 
U 


U cos B(d — x) (14.689) 
ji NETA sin f(d — z) (14.690) 


Efektivne vrijednosti napona i struje duž voda u ovom slučaju date su relacijama: 


U 


lUa cos B(d — x)| 


po (d— x) 


Kao pozitivne veličine one su predstavljene apsolutnim vrijednostima gornjih prostoperi- 


I 


odičnih funkcija. One su periodične funkcije periode (prostorne) 5 = 2. A— je talasna dužina 
prostoperiodičnih funkcija cos B(d — x) i sin (d — x). Mjesta na vodu u kojima su efektivne 
vrijednosti napona i struje jednake nuli nazivaju se čvorovima. Na vodu razlikujemo čvorove 
napona 1 čvorove struje. Rastojanje od jednog do drugog čvora napona jednako je à. Iz gornjih 
izraza vidimo još da je efektivna vrijednost struje maksimalna u čvorovima napona i obratno, 
efektivna vrijednost napona je maksimalna u čvorovima struje. Čvorove napona imamo na 


mjestima gdje je: cos 8(d — x) = 0, odnosno: 
(14.691) 


odakle slijedi da je: 


(14.692) 
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U relacijama (14.691) 1 (14.692) n je cio broj i n uzima samo one vrijednosti za koje je 


0 £ z< d. Čvorove struje imamo na mjestima gdje je sinB(d — x) = 0, odnosno: 
xr =d- n= =d- n- (14.693) 


Prelaskom sa kompleksnih na trenutne vrijednosti dobijamo u slučaju kratkog, otvore 


nog voda sa visokom učestanošću sledeće izraze za napon i struju: 


u(x,t) = v2UgcosB (d— x) cos (wt + 0a) (14.694) 
afio sin 8 (d — x) cos (wt +04+ 5) (14.695) 


i(q,t) 


U ovom slučaju ne bismo imali nepredovanje talasa. Talasi napona i struje se ne pomjeraju duž 
voda već tokom vremena samo mijenjaju svoju amplitudu. Njihova talasna dužina iznosi A = 
27/6. Ovakve talase koji se ne pomjeraju nazivamo stojećim talasima a pojavu talasanjem 


u mjestu. 


14.27 Stojeći talasi ograničenog voda u kratkom spoju 


Ako je učestanost vrlo visoka, a vod kratak, za vod u kratkom spoju uzimamo približne 
obrasce kao i za otvoreni vod: 

a = a(d-x)a20 

y = jß(d- z) = juvle(d— z) 


Ze = BAO 
c 


Kompleksni napon i struja voda u kratkom spoju tada postaju: 


S 
U 


J "u sin B (d — x) (14.696) 
= l,cosB(d—z) (14.697) 


IS 


S toga su efektivne vrijednosti napona i struje ovakvog voda: 


U = smsa- 


I = |lacosB(d— x)| 


Čvorovi, tj. mjesta na kojima su efektivne vrijednosti jednake nuli nalaze se na rastojanju 


à = 5 jedan od drugog. Efektivna vrijednost napona maksimalna je u čvorovima struje i 
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obratno. Cvorove napoa imamo na mjestima: 


A 
z=d-nz=d-n5 (n=0,1,2,...) (14.698) 
B 2 
a čvorove struje na mjestima: 


T 


A 
= = =. 1/2; 42 14. 


r=d—-(2n+1) 


Pri prelasku sa kompleksnih na trenutne vrijednosti, ako je učestanost visoka, za napon i 


struju kratkog voda koji se nalazi u kratkom spoju dobijamo sledeće relacije: 


usi). = ayin sin 8 (d — x) cos (ot + Ya + 5) (14.700) 


i(x,t) V2Iacos 6 (d — x) cos (wt + Ya) (14.701) 


Prema tome, i u slučaju voda u kratkom spoju pod gornjim uslovima ne bismo imali napre- 


dovanje talasa, već stacionarne ili stojeće talase talasne dužine A = = 


DODATAK 
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FOURIER-ovi redovi - matematički 
dio 


Složeno periodična funkcija f(t) = f(t + T) može se predstaviti Fourier-ovim redom, koji 
predstavlja sumu prostoperiodičnih funkcija u obliku: 


oO 


f(t) = 5 + 9 (an cos nwot + bn sin nwot) (15.702) 


n=1 


gdje je wọ = 27/T osnovna ili fundamentalna učestanost. Oblik dat relacijom (15.702) naziva 
se trigonometrijski oblik Fourier-ovog reda. Pojedini članovi Fourier-ovog reda nazivaju se 
harmonicima. Član učestanosti wo naziva se osnovnim harmonikom, a član učestanosti nwo n 
- tim harmonikom. Član 2 naziva se nultim harmonikom. ag, an i bn - nazivaju se koeficijenti 


Fourier-ovog reda i oni se izračunavaju po formulama: 


2 
= t)dt 
o = 2/10 
to 
to+T 
2 
“i = Z J FO cosnugtdt n = 0,1,2, ... 
to 
to+T 
2 
by = 7 J FO sin noge n=MAla: 


to 


Da bi se neka složenoperiodična funkcija razvila u Fourier-ov red ona treba da ispuni Dirchlet- 


ove uslove: 
1. Da ima prekide prve vrste i to konačan broj. 
2. Da ima konačan broj minimuma i maksimuma. 
3. Da je f |f(t)|dt < 0 
0 
U tačkama prekida red konvergira vrijednosti 2[/(£") + f(t_)|. 
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Primjer 1: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t) = t; -r < t < n; f(t+2r) = f(t) što 
znači da je T = 2r (slika 15.323). 


Slika 15.323: 


Koeficijenti su: 


Za n=1,2,3,... imamo da je: 


1 1 l 
an = — | tcosntdt = —— (cosnt + nt sin nt) 
T n2T 


—T 


= 0 


—T 


1 1 
bn = = [+ sin ntdt = —— (sinnt — nt cos nt) 
T nT 


—T 


4 2cosna  2(—1) + 


n n 


SU 


Prema tome, funkcija f(t) zapisana preko Fourier-ovog reda je: 


sint sin2t — sin 3t 
fd) = (T - e: -) 


Primjer 2: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t) koja je jednaka (slika 15.324.): 


Slika 15.324: 


479 


0 —2<t< -l1 
f(t))=% 6 —i<t<1 
0 l<+t<2 


4 4 2 
-1 1 


1 3 
2 t 2 t 12 

dn = Z Jooos a+ focos "Fat = E 
2 2 NT 


1 3 
2 pang t 
be 1 / Osim rat + | osin "Žar =0 


—1 1 


Mjes = set SA PRIM STE 
= T 2 32 5 goor 


125 (—1)"+! cos {[(2n — 1) rt] /2 

ro = 34 225 cos ((2n — 1) mi) /2) 
T 2n—1 

Primjer 3: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t) koja je jednaka: 


Pt 


4 O<t<1 
—4 1<t<2 


I) =Jt+2); T=2 
Koeficijenti su jednaki: 
dn=0 n=0,1,2,.. 


1 
4 8 bn = 0; - parno 
bn = 5 | asinnrtdt = — jl - (—-1)"| = i pva 
2 NT bn = 2; n- neparno 


2n — 1 


Oblik Fourier-ovog reda zavisi od svojstva vremenske funkcije f(t): 


1. Ako je funkcija f(t) parna tj. f(—t) = f(t) Fourier-ov red će sadržati konstantni član i 


480 


kosinusne članove: 


H| e 
S ahs 


an = = | f(t)cosnwotdt n = 0, 1,2,... 
b, = 0 n=1,2,3,.. 
2. Ako je funkcija f(t) neparna tj. f(—t) = — f(t) Fourier-ov red će sadržati samo sinusne 
članove: 
ći; = 10 n=1,2,3,.. 
I 
4 2 
ba = 7/10 sin nwotdt n=0,1,2,.. 
0 


3. Ako je negativni talas vremenske funkcije ogledalska slika pozitivnog talasa tj. ako je: 
I(t+T/2) = -— f(t) onda je: 


dn = 0 za n - parno 
Pa 
4 
dn = F7 f(t) cosnwgtdt zan - neparno 
0 
bh = 0 za n - parno 
E 
4 2 
bn = 7/10 sin nwotdt za n - neparno 
0 


tj. Fourier-ov red će sadržavati samo neparne članove. 


4. Ako funkcija f(t) ispunjava uslov iz trećeg slučaja i uz to je simetrična u odnosu na 
koordinatni početak, tj. neparna, njen Fourier-ov red imaće samo neparne sinusne har- 


monike: 


a> 

T 

8 

Dont = 7/10 sin (2n + 1) wgtdt n = 1,2,3,... 
0 


Primjer 4: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t): 


f(t) = £ 4cos2t —Z<t<: 
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8 
NJEG =9. = a 
E ES E E 
Primjer 5: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t): 


f(t) = |4sin2t| 


Odgovor: 
16/1 e 1 


T 


Primjer 6: Razviti u Fourier-ov red funkciju f(t) prikazanu na slici 15.325 


Slika 15.325: 


Odgovor: 
oo ljeH 


ije a 


=1 


cos(2n — 1)rt 


Drugi oblici trigonometrijskog Fourier-ovog reda su: 
f(t) = 5 +) A, cos (nwot + 6) (15.703) 


n=1 


Koristeći sledeći identitet: 


dn COS NWot + bn sin nwot = A, cos (nwot + On) 


dobijamo izraze za A, i 0,, koji su jednaki: 


An = ya +b 


bn 
0, = arctan — 
dn 
iz kojih slijedi: 
an = A,cos6, 
ban = —A,sin0, 


ili: 


f(t) = 5 + NI sin (nwot + on) 


n=1 


gdje je: 


Kompleksni oblik Fourier-ovog reda 


Polazeći od relacija: 


cosnwot = (efreot + pero) 


N| = 


sinnwot = (efreot — gro) 


SL 


i oblika (15.702) Fourier-ovog reda dobijamo: 


=200 = an — Jbn\_jnwot dn + Jjbn\ —jnvot 
2+ ( S J« +( ; e 


Uvodeći novi koeficijent cn koji je jednak: 


dn — Jbn 


Cr 9 


Zamjenjujući izraze za izračunavanje konstanti a, i b, ako je ty = —T'/2 dobijamo: 


Ka 
I 
1 
Ca = 2/10 (cos nwot — j sin nwot) dt 
Ka 
-7 
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(15.704) 
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ili koristeći Euler-ovu formulu: 


T 
z 
1 ) 
a= / O (15.705) 

ZIE 

2 
T 

n + Jbn 1 Je. 
ča —— = 2/10 (cos nwot + j sin nwot) dt 

I 
-7 


Evidentno je c_, (ako n zamijenimo sa —n) da je: 


n ib, 


=n 2 =n 


T 
a 1 
= z|fOa=a 
SE 
2 
Sada možemo napisati: 
f(t) = 0 + nt 1 e ne (15.706) 
n=1 n=1 


Pošto je co = c,|,—g relaciju (15.706) možemo zapisati u sledećem obliku: 


f(t) = NE ojneot | X e ejnwot 
n=0 n=— 
Pa konačno dobijamo: 
sy ge Y (15.707) 


Relacija (15.707) predstavlja kompleksni oblik Fourier-ovog reda dok se koeficijent c,, izraču- 
nava koristeći relaciju (15.705). 


Primjer 7: Naći kompleksni oblik Fourier-ovog reda funkcije f(t) : 


4 O<t<1 
t) = 
10 (i Il<t<2 


ako je f(t+2) = f(t). Odavde slijedi daje: T = 2 i wọ =2T/T = T pa je:. 


1 0 1 


= ; / Feidt = ; I (—A)e—i"rtdy + : f 4e-irtdt = [1- (-1)”] 


jnr 
—1 = 0 
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Takođe, imamo da je: 
1 0 1 
1 1 1 
== = — | 4dt — =- | 4dt = 0 
a o a 
si —1 0 


Pošto je c,, = 0 za parno n i c, = 8/jnm za neparno n kompleksni oblik Fourier-ovog reda 
funkcije f(t) ima sledeći oblik: 


ee] 


8 1 ; 
t) = — j(2n—1)rt 
10 mA 2n — M 


—oo 


Primjer 8: Naći kompleksni oblik Fourier-ovog reda funkcije f(t) : 


1 —-i<t<i1 
t) = 
10) ) l<t<2 


ako je f(t+4) = f(t): 


Odgovor: 

ME C jag 
Ub t A a 

n£0 

Funkcija 
Sa(z) = =; TA0 
i) 
Sa(0) = 1 


naziva se funkcija odabiranja (sampling funkcija). Funkcija: 


sin mg 
sincg = = Sa(mz) 
TE 


naziva se sinc funkcija. Pošto je: 


Co = limc,, 
n—>0 


rezultat iz Primjera 8 se može napisati u sledećem obliku: 
Ki SRC) 
Mk MT 
Primjer 9:Naći kompleksni oblik Fourier-ovog reda funkcije f(t) : 


=} 1 -ž<t<? 


b T 


ako je f(t +T) = f(t): 
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Odgovor: 


Ako je funkcija f(t) parna, koeficijenti kompleksnog oblika Fourier-ovog reda su jednaki: 


B 
een Ar tdt 
RE COS Nwo 
0 
Ako je funkcija f(t) neparna, koeficijenti kompleksnog oblika Fourier-ovog reda su jednaki: 


bn 


Pi 
a / Pojeo 
G= sE in nu 
En 2j jT 0 
0 


Ako je funkcija f(t) polu-talasno simetrična (half-wave simetry) tada su koeficijenti komplek- 


snog oblika Fourier-ovog reda su jednaki: 


€, = 0 n - parno 


IQ 
ll 


I 
9 2 

a ribe“ n - neparno 
0 


Frekventni spektar 


Razmatramo kompleksni (eksponencijalni) oblik Fourier-ovog reda: 


ji su 
gdje je: 
An — KLE 


ili u polarnim koordinatama: 


U funkciji od A, i 6,, imamo da je: 


Takođe, imamo da je: 


ag 
o=A,/0, = = 
c 0 7 


Na osnovu predhodnih relacija možemo pisati da je: 


A, važ+b2 ego 


she 


gdje je: |c,|— Diskretni amplitudski spektar a 0„— Diskretni fazni spektar. 


Neke osobine Fourier-ovih redova 


1. Linearnost 


Ako su z(t) i y(t) dva periodična signala sa periodom T tada važi: 


S 
sE stje Bud 26 =a Bb, 
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Ova osobina je direktna posledica relacija za Fourier-ov red u kompleksnom obliku. 


2. Pomak (Time Shifting) 


Dokaz: 


FS 
x(t) =a 


FS. 
x(t— to) = e Ikvotog, 


T 


by == / r(t — to)e tdt 
0 


Uvodeći smjenu 7 = t — tg u relaciju (15.708) dobijamo: 


"il 


T 
JA ode — e Jkwoto 
0 


gle 


T 
Joe a = g) a 
0 


QL. 


ak 


(15.708) 
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1,1 = |a| 


3. Time reversal 


FS 
z-t)=a, 


Posledice: Ako je funkcija z(t) parna tj: z(—t) = z(t) onda je a_, = a,. Ako je funkcija 
x(t) neparna tj: z(—t) = —z(t) onda je a_p = —a,. 


4. Conjugation and conjugate symmetry 


Ako je: 
tada je 


Dokaz: = 


Zamjenjujući k > —k dobijamo: 
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Posledice: Ako je z(t) realan signal onda je r(t) = 1*(t) pa imamo: 


4, =a, (15.709) 


Relacija (15.709) izražava conjugate symmetry. 


la, | = la | 


Ako je funkcija z(t) realna i parna imamo 


pra Aa km Nam * 
a, =Q k) A =, P A = 4 


5. Time scaling 
Ako je z(t) periodična funkcija sa osnovnim periodom T i učestanošću wo = 27/T i «(at) 


sa fundamentalnim periodom T/a i učestanošću w = a w gdje je a realno i pozitivno imano 


da je: 
z(at) = Ne apet (00o) 


k=— o0 


i koeficijenti Fourier-ovog reda se ne mijenjaju. 


6. Teorema konvolucije 


Ako imamo dvije funkcije i(t) = % a,e1"% i folt) = 9) b,e“ sa istim periodom 


T i učestanošću wo = 21r /T tada je: = = 
= 
ik = 
ji f Allt- T)dr = Jl anb, (15.710) 
_<I NER. 
2 
T: 
ME = 
F / KAO ds ade (15.711) 
T m=—oo 
2 


Dokaz: 


s 


1 OO OO , 1 4 
h(t—T)f(r)dr = 5 f D E E >, des J f(rje "dr = 


n=—oo 


= 
mE ~en 
H 
3 
3 


2 
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m=—00 k=- ime 160 k == 68 
= ` ( D an ska ejmwot 
m=—o% \k=—oo 


7. Parseval-ova teorema 


Ako su fi(t) i f2(t) dvije periodične funkcije sa istim periodom T onda je 


ZJ EOROE= 9) anb (15.712) 


Dokaz: Na osnovu izvedenih predhodnih osobina koeficijenti Fourier-ovog reda funkcije 
f(t) su b",,. Ako u relaciju (15.711) umjesto funkcije f2(1) stavimo f(t) dobijamo 


Zf EORO a= Y anb 


1 4 
F t)| dt = 3 lanl? (15.713) 


Dokaz: Ako u teoremi Parsevala stavimo f(t) = f2(t) = f(t) dobijamo relaciju (15.713) 


Napomena: Na osnovu veza između različitih formi Fourier-ovog reda teoremu Releja je 
moguće napisati i na sledeći način: 


1 4 
BERO 


Relacija (15.714) se ponegdje u literaturi naziva i Parserval-ovom jednačinom 


O oo» asno 


FOURIER-ova transformacija - 


matematički dio 


Direktna Fourier-ova transformacija neke vremenske funkcije se definiše kao: 
+00 
Fiju) = | Aed 
—0OoO 
To se može napisati i označiti na sledeći način: 


+00 
F{f(t)} = Fido) = Í. fje dt 


ili kraće: 
F . 
f(t) = Fw) 
Inverzna Fourier-ova transformacija se definiše na sledeći način: 
ir 
JO = 22 | Fieje*av 

ili: 

E 

FO = FP {F(je)} = 2 | Fudo 
T 


Da bi funkcija f(t) imala Fourier-ovu transformaciju ona treba da zadovolji Dirichlet-ove 


uslove i uslov apsolutne integrabilnosti: TEA |f(t)|dt < oo. 


Primjer 1: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije: f(t) =e “h(t) gdje je a > 0. 


+00 +00 


Pfe-“h(t) = | e_t h(t)e-fetdt = / e-ti) dt = 
—oo 0 
= 1 e (a+Jw)t = 1 
—(a + jw) o a+jw 
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jer je zbog a > 0 lime “ (coswt — j sin wt) = 0. 


Primjer 2: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije: 


TEP Te 


0 |t| = 


= 
2 


+00 . wa wa 
; ; 2A JS — el? 
F(jw) = | f(tje dt = / Med = = === > ) = 
2A wa wa 
Fo iA AaSa (= ) 


Primjer 3: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije: 


t+1 —l<t<0 
f(t) =£ -t+1 0<t<1 
0 van tih intervala 


Pe FO) = S gr, 
Primjer 4: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije: f(t) =e-“" gdje jea = 0. 


P{f(1)} = Flu) = 


Primjer 5: Odrediti inverznu Fourier-ovu transformaciju funkcije: 


1 -15wx=l1 
F(jw) = 
(w) T kći 


= ; 1 
f(t) = F7 (FG) = 28l) 
Primjer 6: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije: f(t) = ô(t). 
+00 
F{o(t)} = F(jw) = [ sea =1 
Ako formiramo funkciju: 
+0 
1 . 
a SME = F(G Jwt 
PO = ze | Foda 


tada je: 
ft) o= f(t) 
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+0 


HM +00 1 +00 SH 
ji = E fA | (pe drio = ze [ PO f dvdr 


(0) 
Sat 


sino (t—T) 


fe(t) = Pima 


Gornji integral jednak je konvoluciji funkcije f(t) i FOURIER - INTEGRAL KERNAL singt ion 


teži za ø > oo vremenskoj funkciji f(t). Ako f(t) ima diskontinuitet u t onda je: 


Slika 15.326: Jedinični pravougaoni impulas 


koji je definisan sa: 


(t) = Loge 
u 0 |t| =0 


Fourier-ova transformacija jediničnog impulsa je: 


+a 
: 2 SI 
F(jw) =F {pa(t)} = JE e-i“tdt = = 
i prikazana je na slici 15.327: 
T sino(t-7), 1 
singa (t— T : . 
folt) = JE "Pi 23)" = = {Si |o(t + a)| = Si lo(t = a)|} 


Sa slike 15.328. se vidi da u svakom opsegu postoje odstupanja koja imaju oscilatorni 


karakter. Ovaj fenomen se u literaturi naziva Gibsove oscilacije. 
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[Fw] 


a) b) 


Slika 15.327: a) F(jw)— Realni dio frekevencijskog spektra; b) |F (jw)| — Amplitudski spektar 


Slika 15.328: Gibsove oscilacije 


T 


t 
Si(t) = / 2I 7 dr 
0 


Funkcija Si(t) naziva se INTERRA SINUS. 


Oblici Fourier-ove transformacije 


Ako je u opštem slučaju vremenska funkcija kompleksna: 


FO = AE KIO 
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tada je 
F{f(t)} = Fv) = Rw) + 3X (6) 


Iz definicionih oblika direktne i inverzne Fourier-ove transformacije dobijamo: 


+00 


Rio) = / f(t) coswt + f2(t) sin wt] dt 


ao 


X(w) = f [fe(t) coswt — fı(t) sin wt] dt 


mog 


fh) = =f |R(w) sin wt + X (w) cos wt] dw 


—oo 


Kada je f(t) realan signal onda je: f(t) = fi(t); f(t) = 0 pa imamo drugi oblik Fourier-ovih 
transformacija: 


Fw) = RW) + jX (w) 
+00 
R(w) = fro cos wtdt (15.715) 


+00 
X(w) = - f 10) sin wtdt (15.716) 


Relacija (15.715) predstavlja kosinusnu transformaciju a relacija (15.716) predstavlja si- 


nusnu transformaciju. 


Pošto je: R(—w) = R(w); X(—w) = — X(w), onda je za realni spektar: 


F* (jw) = F(-ju) 
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Ako je f(t) parna funkcija onda je X(w) = 0, odnosno: 


+00 


+00 
F(jw) = R(w) = | f(t) coswtdt = 2 | f(t) coswtdt (15.717) 
pu 


Iz relacije (15.717) slijedi da je Fourier-ova transformacija realne parne funkcije realna. Ako 


je f(—t) = — f(t) tj. ako je realna funkcija neparna tada je R(w) = 0, odnosno: 


+00 


+00 
nij Moji I O eE | Omon (15.718) 
—CO 0 


To znači da je Fourier-ova transformacija realne neparne funkcije čisto imaginarna. 


Primjer 8: Funkcija f(t) = i je neparna funkcija. Fourier-ova transformacija je jednaka: 


+00 
in wt —j >0 
Fiju) = -i | E a-f i 
jn w<0 


To se može napisati i na sledeći način: 


1 
F 3 = —jsgnw 
mt 
Primjer 9: Odrediti Fourier-ovu transformaciju funkcije f(—t) =? 


+00 
F{(-9}= | etd | de= Fjo) 


pošto je F(—jw) = R(w) — jX (w). 
Ako je f(t) realno onda važi da je: 


f(t) = Rw) +jX(v) i f(—t) = Rw) — jX (w). 


Tada je parni dio od f(t) jednak je: 


FO = Ev yay = PEAY 
dok je neparni dio funkcije f(t) jednak: 
folt) = Odd {f (¢)} = s 


Na osnovu predhodnog važi da je: fe(t) = RW) i fot) = jX(w). Ako je f(t) kauzalna 
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funkcija tj. ako je f(t) = 0 za t < 0 tada je: 
FONDU =) ZATO 


Ako je funkcija f(t) kauzalna realna funkcija onda je ona jednoznačno određena preko R(w) 
ili X(w): 


ee] 


2 | 2 
f(t) = Z fR) cosw dw = -4 f xto) sinw dw; t>0 
T T 
0 0 
Primjer 10: 
1 a W 
—at . ; 
h(t) = = —— -j= 
MK a+ju Fu Taa 
Primjer 11. 
2a 
—ajtl — 
u a? + w? 


zato što je e %!! parni dio od funkcije 2e-“h(t). 


Polazeći od drugog oblika Fourier-ove transformacije možemo pisati: 


F(jw) = R(w) + jX (w) 


F(w) = mod (F(w)) = VR2(w) + X2(0) 


olw) = arctg za 


gdje je F (w) parna funkcija od w a (w) je neparna funkcija od w. Na osnovu gornjih relacija 


dolazimo do trećeg oblika direktne Fourier-ove transformacije: 
F(jw) = F(w)jei?) (15.719) 


Krive F(w) i (w) nazivaju se zajedničkim imenom spektar učestanosti vremenske funkcije 
f(t): F(w)— amplitudski spektar; b(w)— fazni spektar. Po tome se primjena Fourier-ove trans- 


formacije u elektrotehnici često naziva spektralnom analizom. 


R(w) = F(w) cos p(w) (15.720) 


X(w) = F(w)sin (w) (15.721) 


Ako relacije (15.720) i (15.721) uvrstimo u drugi oblik inverzne Fourier-ove transformacije 
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dobijamo: 


su 


f(t) = =f |R(w) coswt — X (w) sin wt] d u = f [Rw ) coswt — X (w) sin wt] dw 
SS 0 


T 


17 17 
f(t) = Zf Fl) [cos ġ(w) cos wt — sin 9(w) sin wt] dw = 1 fr) cos [9(w) + wt] dw (15.722) 
0 0 


Relacija (15.722) predstavlja treći oblik inverzne Fourier-ove transformacije. 


Osobine (svojstva) Fourier-ove transformacije 
1. Linearnost 


Ako je z(t) = È : X(jw) i y(t) = 2 : Y (jw) tada je: 


ax(t) + by(t) 2 aX(jw) + 5Y (jw) 


Ova osobina direktno slijedi iz definicije Fourier-ove transformacije. 


2. Pomak u vremenskom domenu (TIME SHIFTING) 


F, 
Ako je r(t) = X (jw) tada je: 


F . 
z(t— to) ze" X (jw) 


Dokaz: m 
1 I 
= — Gajo“ 
x(t) =f (jw)e "dw 


Ako t zamijenimo sa t — tọ imamo: 


ee] 


1 
x(t— to) = Lj jw) jeet- to) dy = = = AX) | ett dw 
T 


—oo 


što znači da je: 
F {r(t — to)} = e 1" X (jw) 


3. Conjugation and conugate symmetry 


F 
Ako je r(t) = X(jw) tada je: 


a*t) = X*(je) 
Dokaz: u . E 
kje f e Jetdt] = / r" (tdt 


Zamjenjujući w sa —w imamo: 


X(-jw) = X*(jw) 


Ova osobina se naziva conjugate symetry: 


X*(—jw) = [agea = X(jw) 


Zamjenjujući w sa —w imamo u prethodnom izrazu dobijamo relaciju 15.723. 


4. Diferenciranje u vremenskom domenu 


F 
Ako je r(t) = X(jw) tada je: 
da(t) 
dt 


F, . K 
= jwX (jw) 
Dokaz: 


17 | 
TO= = | XGuje“ao 


Diferenciranjem prethodnog izraza po vremenu dobijamo: 


Se I ljwxX (jw)] edo 


dt 27 
pa slijedi: 
dx(t) F 
20 £ jeoX (Go) 
Uopštenije: 
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(15.723) 


(15.724) 


5. Time and Frequency scaling 


F, 
Ako je r(t) = X (jw) tada je: 


Dokaz: 


Uvodeći smjenu: at = T, dt = € dobijamo: 


1 fælr (fd; a>0 
F (x(at)) Ba. (2) 
= Ja z(r)e il )rdr; a= 0 
Posledica: Ako je a = —1 imamo da je 
F, I 
x(—t) = X(—jw) 


6. Freguency shifting 


F, 
Ako je r(t) = X (jw) tada je: 
F. 
et) = X (je — jeo) 


Dokaz: 


F Te EI = J aeea = f etera = X 


7. Modulacija 


F. 


Ako je z(t) ; 
tada je: 


ll 


ll. 
SETI 


glt) = (coswot)x(t) = 


glt) = (sinwot) z(t) = 


(jw — jwo) 


[X (jw — jwo) + X (jw + jwo)] 


- [X (ju — jwo) — X (jw + jwo)] 
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: X(jw) i ako su date funkcije: gı(t) = (coswot) x(t) i ga(t) = (sin wot) z(t) 


(15.725) 


(15.726) 


Dokaz: 


alt) 


g2(t) 
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= Gude ; (efoz(t) + ealt] (15.727) 


= (sinuot) alt) = z [eal — eale] (15.728) 


Izrazi dati relacijama (15.725) i (15.726) slijede kao posledica primjene osobina linearnosti 


i pomaka u frekventnom domenu nad relacijama (15.727) i (15.728) . 


8. Osobina simetrije (symmetry) 


F 
Ako je r(t) = X (jw) tada je: 


Dokaz: 


r(jt) = 2na(—w) 


MI | 
x(t) = = | XUA 


Zamjenom w sa y dobijamo: 


JA DM 
u(t) = 57 / X(jy)e™ dy 


Ako sada promjenljivu t zamijenimo sa promjenljivom —w dobijamo: 


Odnosno: 


Primjer 12: 


NA RE RE JEDI 
sl) = z> | X(ivje dek) 


—oo 


Sale f X (vje dy 


zeli F, 2a 
a? + w? 
ŽA Eya] 
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Primjer 13: 
F 1 
e *h(t) = —, > 0 
a + JW 
1 
— =2ne“h(—w), a > 0 
a+jt 
Primjer 14: 
A -ž<t<? 
uje AE € 
A b 
F(jw) = — sn 5 


2A , bt | 2TA, w| < 
1 SA 


NIS NIS 


0, |w| > 
8. Izvod u frekventnom domenu 


F 
Ako je r(t) = X(jw) tada je: 


Pe ED; mu 


X(jw), n=1,2,3,... 


Dokaz: Diferencirajući izraz za direktnu Fourier-ovu transformaciju: 


+00 


X(jw) = feeda 
n - puta po w dobijamo: 
+00 
X0(je) = | (Hae dt 


Posmatrajući prethodni izraz slijedi da je: 
Si F, (n)(; 
(~He) = X™ (Jw) 
9. Teorema konvolucije u vremenskom odmenu 
. F . . F . . 
Ako je zu(t) = Xi (jw) i zo(t) = X2(jw) tada je: 


m(t) + 22(1) = X1 (jw) Xa(jw) 
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Dokaz: 


Ti(t) x zo(t) = | mule — T)dr 


oo oO 


F {x1 (t) * va(t)} = T e Jet / r1(T)z2(t — r)dr| dt 


—oo —oo 


Uvodeći smjenu t = T + y i zamjenjujući redosled integraljenja dobijamo: 


f 21(1) jE e-i) (y)dydr = f r (rje "dr / Ne = X, (Geo) Xo(feo) 


Posledica: ču a 
1 ; 
faet —T)dr = ze | KX ljude du 


10. Konvolucija u frekventnom domenu 


F F 
Ako je zu(t) = Xi (jw) i zo(t) = X2(jw) tada je: 


x(t) x z2(t) = a Xi (jw) * X2(jw) = TEA — j6)do 


Dokaz: 


1 KO o m 
ET Je s ; za IE — jest : aL = 
F E X; (je) ale) | pa ar | XOX 30) d6 | dw 

o. X god fox (jz)dzdo = 
2T i 2T 
1 a +: jOt 1 J : izt 

= — | XKlibje'"do — | Xo(jz)e""dz = xı (t)x2(t) 
2T 2T 


U prethodnom izrazu uvedena je smjena w = 0 + z. 
Primjer 15: Signali pa(t) i g.(t) su prikazani na slici 15.329. a konvloucija signala pa(t) 
je jednaka: 
Pa(t) + Da(t) = 2aq2a(t) 


1— il lije? 
0-1 H 


0 |{|=c 


dok je signal g,(t) jednak: 
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Palt) 


Na osnovu osobine simetrije imamo da je: 


2 sin" (5) F, 


ret? 


Primjer 16: Ako je: 


odrediti funkciju p(t) =? 
|F(jw)| = F (jw) * F (jw) 


POJO F(-t) = Jte- fiE+AF lada 
Funkcija p(t) se naziva autokorelacija signala f(t). 
11. Prozori (Windows) 


Ako je w(t) = 0 za |t| > T tada je: 


Fo (jw) = JEO ea 
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F (jw — jy) W (jy)dy 


" 
(s 
s 

ll 
SE 
(u 


Primjer 17: I 
ot) = fl); Wu) = 


Ty 


Fui) = | F(t)w(t)e dt = / io S! 


12. Teorema PARSEVALA 


F F 
Ako je r(t) = X (jw) i(t) = X2(jw) tada je: 


f nardi = => / PETERCA 


Dokaz: Ako u relaciju: 


oo 


f Aht- rjdr= > / F (Gw) Rjue du 


stavimo da je t = 0 dobijamo: 


oO 


J EOR = | File) P(juje Pao 


u(t) = f 
Xı (jw) = F ] 


12.1. Posledica: Teorema Releja (Energy Theorem) 
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Ako je i(t) = m2(t) = z(t) iz Parsevalove teoreme slijedi da je: 


pre PM / a. 
=— | |X 
| etoča= | Ko) du 
Primjer 17: 
sin(at) F 
= TPalw) 
[eo] zð 1 a 
1 = (dy = Jra =a 
t 2 


Primjer 18: Ako je: 


tada je: M = 
[e uora==/ fro] +4) fo] } do 
fı LE -A f eo) Joi 


Fourier-ova transformacija nekih za elektrotehniku važnih 


vremenskih funkcija 


1. Impulsna funkcija 


Na osnovu odabiranja impulsne funkcije imamo da je: 


F{6(t)} = [sea =1 


2 fd) = A 


Na osnovu osobine simetrije iamo da je: 


Prema tome: 


3. f(t) = sgn(t) 


Ranije smo izveli da je: 
1 F 
— = —jsgnw 
mt 

pa na osnovu osobine simetrije imamo da je: 


F 2 
sgnt = — 
Jw 


1 1 
h(t) = 3 + psu 


F{h(t)} = F E + seu) = r8(0w) + 1 


jw 


5. Fourier-ova transformacija integrala funkcije 


F(jw) 
ju 


f KOJE E 


F 
Dokaz: Ako je f(t) = F(jw) tada je: 


F | | roar) = FAFO AD} = FAFO AOI = Fl) [re + | 
= rFljedšlo) + EE = aroa) + SE 


jer je: 
F(jw)do(w) = F(0)8(W) 


6. filt) = coswot; folt) = sin wot 


I jevot —jwot I jwot 1 —jwot 
P{ooswot} =F 5 (6 ker U) = na i DESEN Jor 
Na osnovu teorema pomaka: 
2 —jaw jat K 
lt- a) =e; e" =2r0(w—a) 


Imamo da je: 
F {cos wot} = nô (w — wo) + mô (w + wo) 


1 ; ; 1 ; 1 . 
F {sin wot} =E E (cist = za) = Ta [eš01] A Tad ferien 


F {sin wot} = j |B(w — wo) — (w + wo)] 


7. Posledica teoreme konvolucije (koristan identitet): 


ô(t — a) x f(t) = f(t— a) 
8. filt) = (coswot) h(t); falt) = (sinwot) h(t) 


Koristeći osobinu modulacije imamo: 


1 1 1 
F{(coswot) h(t)} = 5 PSA em e 
= Z leo — wo) + $( + wo)| + => 
0 
(coswot) h(t) = 5 [ô (w — wo) + O(W + wo)] + EL 
: = 1 TO(W — w pa. e USP) — = = 
F ((sinwot) h(t)} = 2j o( Met) (w + wo) il + wo) 
= 77 Bile — vo) — (u + wo)] + zg 
(sin wot) h(t) = TI {d(w — wo) — d(w + wo)] + 42 — u? 


9. Fourier-ova transformacija periodične funkcije. 
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Ako je: z(t) = x a ,elkeot. tada je: 


k=—o00 


F{x(t)} = X(jw) = x 2Ta,čd(w — kwo) 


k=—oo0 


Dokaz: Ranije smo vidjeli da je: 
DOCE 
1% = 2r8(w — wo) 


10. Fourier-ova transformacija povorke impulsa. 


N 
Povorka impulsa opisana relacijom ôn (t) = )_ ô(t+ nT) prikazana je na slici 15.330a). 
n=—N 


Jol?) 
t 


b) 


Slika 15.330: 


n=—N 
2T 
Wo = T 


fnt) = 9 fo(t+NT) 


n=—N 
Funkcije fo(t) i fw(t) su prikazane na slici 15.330b) i 15.330c) respektivno. Fourier-ova trans- 


formacija funkcije fw(t) je jednaka: 


Fw(ju) = Folju) Kn (jw) 
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Slt + NT) x folt) = fo(t+nT) 


(t) = 5 8(t+nT) lw) = x lw — nwo) 
= F = 
d(t) = wod(w) 
S F, 21 2mk 1 
2N a = TAN -2); mw=z za svako k 


Ako je funkcija fo(t) definana na sledeći način (slika 15.331): 


iie | f(t) <3 


T 


tada je: 


Slika 15.331: 


f(t) = fo(t +nT) = 8(1) + folt) 


n=—oo 


F(jw) = wo S(w)Fo(ju) = woFoljw) | d(w — nwo) 


n=—oo 


F(jw) = wo x Fo(jnwo)š(w — nwo) 


n=— o0 


jer je: 


Foljw)ólw — nwo) = Fol(jnwo)8(w — nwo) 


Veza između Fourier-ove transformacije i Fourier-ovog reda 


EN 
1 s I í —jnwot 
a, = pFoljmo) = z | fe dt 
`T 
2 
= 2T 
f(t) = PR au wo = 
jer je inverzna transformacija: 
F-1 ejnwot 
wgd(wW — nwo) = T 
Primjer 19: Data je funkcija folt) = qe(t) 
4sin? (e) 
Mlje) = 
oljw) 2 


Slika 15.332: 


w I 2 sin? (ze 
a = 20 Polja) = EE 2 
T 


si TWgCN? 
The poisson sum formula 
I) = S flt+nT) = Fiju) = Y Pie + jna) 


gdje su T i wı a F(jw) nije Fourier-ova transformacija finkcije f(t). 


= 1 , l 
f(t) = = x Fljnwjemt w= Z 


n=— oo 
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(15.729) 


öll 


Relacija (15.729) predstavlja POISSON SUM FORMULU. Na osnovu osobine simetrije može se 


napisati: 
== 2T = : 2T 
F(jw) = — nne t, N= 
(jw) == pati 1) 1 ra 
ili direktno: m a 
x d(W +nw) = — x ph 


(w + nw) * F(jw) = [te — y + nwı)F (jy)dy = F(w + ww) 


eTO x F(jw) = IKI = 2r f (nT je tne 


Primjer 20: Za w = 0 i T} = 1 imamo: 


-altl = 2a 
a? + w? 


oO 


—al|n| 
Žao 02 + (2xn)" a : 


n=—oo n=— oo 


Prelaz sa Fourier-ovog reda u kompleksnom obliku na Fourier-ovu 


transformaciju 


Neka je data neperiodična funkcija: f(t) = fr(t); — < t< £; fr(t +T) = fr(t). Funkcija 
fr(t) se naziva periodični razvoj funkcije f(t) i obje su prikazane na slici 15.333. 


f(t) 


Slika 15.333: 


t):E s Cn IT 


n=— o0 
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% 
1 e ANNE 
Cn = TO dr 
= 


Ako T > oo tada fr(t) > f(t). Kada T > co tada wp = Z >0; 3# > Aw, tada je: 


= A 7 : 2mna $ = 1 7 G 
fel) = D |E | ro a| rn D | | froede] Au 


m= 


= lim 
T—oo(Aw—>0) 
n 


x g(nAw, t)Aw 


Na osnovu fundamentalne teoreme integralnog računa: 


1 OO 
| = a —jw(x—t) 
lim (w, t) = | tœ dx 
doni | 
PSSS / f(z)e-3“€-Ddr | dw (15.730) 


Relacija (15.730) predstavlja Fourier-ov integral. 


f(t) = = | f(zje "dar | et dy 
pje | Feidt (15.731) 


Relacija (15.731) predstavlja Direktnu Fourier-ovu transformaciju. 
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sajt f jaje i (15.732) 


Relacija (15.732) predstavlja Inverznu Fourier-ovu transformaciju. 


Neki važni nesvojstveni integrali - integrali sa beskonačnim grani- 


cama 


0014 T t>0 
Ljeaf E 
2 


w sin wt — T,p—at 
2 J du = 26 u 
oo 
cos wt — a at 
3. S Sadu Sen 
0 
(se) 
4 f asin wt dw = =(1-e"“) 
` Gra) “ 2a 


5. J cos (wt) dw = 2rô(t) 


6. f lwjt tdw=1; 6(t)= £ [ edo 


Po rir JT t>0 es jta u 
7. = dr = : — dx = jrsgnnt 
J S | —ja t<0 di U SEE 


S 7 la|<1 

8 fime dx = _T |a| =" | 
a Wua? Zi = 

0 lal>1 


10. $ + 2 [ edu = h(t) 
0 


(GA | edt = VE; Re(./E) > 0 
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Je c=a+jb, s=a+j6 a>0 


F w2 
gram = /fe-f 4; Re{s} 2 0. Ako je s = a imamo: e “= ,/Ze ta 
Dokaz: z 
F(jw)= f e Pe jetdt 


—oo 


st + jet = s (1+ DE 


F(jw) = e7% ve (++) dt = Ze 


oO 


12. [dr =œ (a#0, a— proizvoljno) 
0 


a > 0 
a<0 


13. (tena dz = | 
0 


ee] 


14. Pl da = 5 |a| 
0 


Na NJA 


15. j sina?de = J cosa?de = T 


16. [omte dz = In 2 (a,b > 0) 
0 
E 7 |a|= 1 
17. Je 7 lal=1 
0 lal>1 
18. feide = ze |Hlsgna 
0 


cos ar T ,—|a| 
19. I La? dr = že 


Određeni integrali sa beskonačnim granicama poimaju se u smislu “uslovne vrijednosti" 


tj. 
+q CO 
lim | f(x)dx = IKO 
p> 
q>oo—p —oo 


kada p = q — oo. 


LAPLACE-ova transformacija - 


matematički dio 


Nesvojstveni integral: 
[eo] 


1 f(tje “dt (15.733) 


0 


Y 
=> 
A 
—_ 
U 


gdje je s = o + jw naziva se direktna Laplace-ova transformacija, a integral: 


o+jw 


f(t} = = f F(s)e*ds (15.734) 


inverzna Laplace-ova transformacija. 


FO < Me™ 


Re{s} = 0200 


Konstante M i og su realne i pozitivne. Lapalce-ova transformacija se označava na sledeći 


način: 
F(s) = L{/f(t)} 


ili 


Inverzna Laplace-ova transformacija se označava na sledeći način: 


f(t) =L{ {F(s)} 


f(t) = Res F u t>0 
(t) ) pk (s)e ( ) 
gdje su sa sx - polovi funkcije F(s). 
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Primjer 1: Odrediti Laplace-ovu transformaciju funkcije f(t) = e “h(t). 


7 1 SNIME. 
re Jeera Lena" 

s+a 0 s+a 

0 


L{e "h(t)} = =y jer je Re{s} = 0 > —a pa je integral za gornju granicu jednak nuli. 


Osnovna svojstva Laplace-ove transformacije 
1. Svojstvo linearnosti 
Ako je L{f,(t)} = Fi (s) i L{ f2(t)} = F5(s) onda je: 


L {afi(t) + ca fa(t)} = GiFi(s) + caFo(s) 


cı filt) +of(t) = aL{R(s)} + AL" {Fo(s)} 
2. Teorema pomaka 
Ako je L{ f(t)} = F(s) tada je: 
L{e %f(t)} = F(s+a) 
3. Teorema kašnjenja 
Ako je L{ f(t)} = F(s) tada je: 
L{f(t_—r)h(t_—T)}=e F(s) 
4. Teorema skaliranja 
Ako je L{ f (t)} = F(s) tada je: 
1 
L{f(ct)} = ZF (2) c>0 
5. Diferenciranje u vremenskom domenu 


Ako je L{ f(t)} = F(s) tada je: 


(Fo) =LA ELE) = spao) = ZA a 


k=1 


6. Integracija u vremenskom domenu 


Ako je L{ f(t)} = F(s) tada je: 


loer -20 
AJ [rour] i 


7. Integracija u kompleksnom domenu 


Ako je L{f(t)} = F(s) tada je: 


8. Diferenciranje po parametru 


Ako je L{ f (t)} = F(s) tada je: 


9. Integracija po parametru 
Ako je L{f(t)} = F(s) tada je: 


T 


L (hrana) = fFer 


To 


10. Konvolucija 


Ako je L{ f(t)} = F(s) i L{g(t)} = G(s) tada je: 


LIJ (6) * g(t)} = F(s)G(s) 
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Dokaz: 


oo 
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F(s)G(s) = [stu {g(t — T)h(t — T)e dt} dr = fio IZ — T)h(t — pera dr 
0 0 0 


Kako je h(t — T) = 0 za T > t dobijamo: 


iz čega slijedi da je: 
F(s)G(s) =L | | f(r)g(t—T)dr 
at 


11. Diferenciranje u kompleksnom domenu 


Ako je L{f(t)} = F(s) tada je: 


A O = (—1)" n =0,1,2,3,... 


12. Laplace-ova transformacija periodične funkcije 
Ako je L{f(t)} = F(s) i f(t+T)= f(t) tada je: 


Te f(hdt 
L{f(t)} = =" 


Ako je f(t) = p(t), 0< t < T, pt) = f(t) AE — ht — T)|i f(E+T) = f(t) imamo: 


_ Lip(t) 


1—e sT 


L{f(t)} 


13. Teoreme o graničnim vrijednostima 
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Ako je funkcija f(t) neprekidna i kada u tački t = 0 ima konačni diskontinuitet onda važi: 


limf(t) = lim sF\(s) 


5—>00 


Ako egistira lim f(t) < oo onda važi: 


lim f(t) = lims F (s) 


t—>oo0 8—>0 


Dokazi: 


Dokaz za prvu teoremu: 
t)} = fra = sF (s) — f (07) 
"a 
Ako je f(t) neprekidna u t = 0 odnosno f(07) = f(0-) onda imamo: 


lim [ru je "dt = frol [lim e7 K |a =0= lim sF (s) — f(07) 


5—>00 5—>00 5—>00 


0- 


lim sF (s) = f(07) = f(0%) 


Ako f(t) ima konačni diskontinuitet u t = 0 onda možemo pisati: f(t) = g(t) + Ah(t) 
gdje za funkciju g(t) važi g(0*) = g(0-)izat < 0 f(t) = g(t). Onda je f(0-) = g(07) i 
A(07) = g(0+) + A, odnosno: 


A = f(0%) — g(07) = f(0%) — g(07) = f(0%) — f(07) 


lim sF(s) = lim sG(s) A = g(0*) + A = /(07) 


5—>00 5—>00 


Dokaz za drugu teoremu: 
ims F(s) — #(07) = | F(Đdt= lim f) — FO) 
iz čega slijedi da je: 


Na sledećim primjerima ćemo ispitati da li važe ili ne teoreme o graničnim vrijednostima. 
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Primjer 2: 
G= 4(s+1) 
— st+28s+5 
4s(s + 1) 
0") = lim sF(s) = 1 =A 
Kos A Mai 


Primjer 3: 


. s(s+5) 
lim sF(s) = = 
-Aa ao 
jlo 
Teorema ne važi jer funkcija f(t) u tački t = 0 nema konačni diskontinuitet već beskonačni. 
Primjer 4: 
ös +2 
F = 
(s) s(s+1) 


lims F(s) =2 


f(t) = 2h(t) + 36? 


lim f(t) =2 
Teorema važi. 
Primjer 5: 
1 
F = 
= 
lims F(s) =0 
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lim f(t) = œ 


Teorema ne važi. 


14. Konvolucija u kompleksnom domenu 


L{f(t)g()} = F(s) + G(s) 
o+jw o+jw 
F(s) x G(s) = Í F(z)G(s — z)dz = j F(s — z)G(z)dz 
Dokaz: Po definiciji je: 
i o+jw 9 +jw 
IOO = |z | FOr (= | FO čao a 
o—ju ao—jw L-!(G(s—z)) 
i o+jw i o+jw 
f(t)g(t) = Ij F(z) [L {G(s — z)}| dz = L! Ij / (2)G(s — z)dz 


foot) = 17 {Pl 669) 


15. Inverzna Laplace-ova transformacija racionalnih funkcija 


HEVISAJDOV RAZVOJ: Ako je data funkcija F(s) oblika: 


A($) a i Ee o 


F = = 
(5) B(s) bns” + bns! qpa bis + bo 


i ako je m < n, a sx su prosti korjeni polinoma B(s) = 0 onda je funkcija f(t) : 
ke 7 A(Sx) 
t) =L'{F(s)} = est 
F0) =L{F()}= BE) 
za t = 0. Ako B(s) = 0 ima korjen s = 0 tj. B(s) = sB;(s) onda je funkcija f(t) jednaka: 


Wir O 20 Bas 
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zat > 0. Ako B(s) = 0 ima višestruke korjene tj: B(s) = b,(s— 81 )*! (s — s2)"2.-- (s — s1)" 
gdje je kı + ka +--+- kı = n tada je: 
1 : 1 dii ki t 
POSE D dem [(s — s;)% F(s)e""| 
16. Rezidijum 
= XC ResF(s)e“ t>0 
Sk 


Ako se funkcija F(s) može zapisati u obliku pravog razlomka tj: 


Fi (s) 
F(s)= 
(5) 75 (s) 
i ako je pol są reda m imamo: 
F (s) t 1 gt (s) t 
R st _ = ms 
esT)" (m— 1)! = pe di 
F\( (s) M {(m— = D( (s) 
R 
eS Tris) (s) ZE) (i = 1)! 


=a 


Posledica: Ako funkcija F(s) u imeniocu ima faktor (s + a)" onda je: 


A, An-1 1 
€) Gra CET) ANNE ET o 
SEE S Gaare, 


E (n= k)! ds" 
Ako funkcija F(s) sadrži kompleksne korjene oni se uvijek javljaju u kompleksnim parovima 


s=a +j: F 5 


KO mo set na 


A=(s=a— pE 
B=(s—a+jB)F(s)l._._;8 
B=A 


f(t) = Ael TI | A*e(e—1P)t 
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A = |Al ef 


f(t) = 2Re { AeH] = 2 Re { |A] e” At = 2 |A] e" cos(Bt + 0) 


Drugi način nalaženja invrerzne Laplace-ove transformacije (originala) pri postojanju višestrukih 
polova sx koji ne zahtijeva diferenciranje, sastoji se u razvoju racionalno-razlomljene funkcije 
na djelimične (parcijalne) proste razlomke po poznatim metodama. Za prelaz od prostih 
razlomaka ka originalu koriste se relacije: 


1 L 1 


= g! Skt 
Gaa en. 


Za razvoj TA na djelimične razlomke pri postojanju m— to strukog pola są može se koristiti 
formula: 
F(s) = 5 K; 
Fo(s} e=) 
1 : 
K; = ( a DAO Dsp) 


što dovodi do ranije naveden formule. 


Primjer 6: Primjenom inverzne Laplace-ove transformacije odrediti funkciju f(t) ako je 
F(s) jednako: 


6 
F(s) = 
(s) s*(s+1) 
Znamo da je: 
1 n! 
ny — n— ; = 
L{t"} = LUJ Sao e 122 


Razvojem funkcije F(s) na parcijalne razlomke dobijamo: 


A BE D E 
F(s)=4+5+5+2 


st so s2 s s+1 


ili putem “LONG DIVISION” za realne polove višeg reda: 


6 1 6 st 6 6 6 6 6 
(s) sla S] a TT st jao aaa 
3! 2! 1! 6 6 
F(s) =— -3 6 
(s) moa UT. 


f(t) = L{{F(s)} = Ë — 3t? + 6t — 6 + 6e 
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Primjer 7: 
F(s) — w3 u w3 
G(s) (s8 +w?) (s + jw)}?(s-— jw)? 
Polovi su: sı = jw i s2 = —jw. Za nalaženje inverzne Laplace-ove transformacije funkcije 


koja ima višestruke polove (p > 1) koristimo: 


Z 


i 1 dm F(s) 
Ke Nails (ss)? | l=1,2,...,p 


—l 


U =E a Pa 
=) Keri Klime 
G(s) ba (p— 0)! DE (p — 1)! 


K, = lim 
8—>89 


(l— 1)! dsi! [e S 


W 1 
Kisela Ke 
1 
K =-4; K=-— 


—u fF(s) wW; Ea W L- wt 1 
L 1 S. jwt — pjut _ Lt —juWt _ — „jwt = Ee t Ego 
PI 1 e Ma 1 e ja" 3 COS W mo ne 


VAŽNA NAPOMENA: Ako egzistira Fourier-ova transformacija funkcije f(t) 2 F(jw) 
onda sigurno egistira i Laplace-ova transformacija f (t) = F(s) jer su uslovi egzitencije Fourier- 
ove transformacije rigorozniji od uslova za egzitenciju Laplace-ove transformacije. Obrnuto 
ne važi. Laplace-ova transformacija je u velikoj upotrebi za analizu električnih kola. Postoje 
bogato urađene tablice za parove Laplace-ovih transformacija. Mnogi autori kažu da se one 


mogu koristiti i za određivanje Fourier-ove transformacije zamjenjujući s > jw. Na primjer: 


L{h(t)} = - 


F{h(t)} = — 


Jw 
to je pogrešno jer znamo da je Fourier-ova transformacija funkcije h(t) jednaka: 


O EETA 


jw 


Pravilno je: 


F{h(t)} = F(u) = LAO hj + 23 Res (F(s)) 2rč(u — u) 
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